
     3. Моделювання аналогових та дискретних систем

     3.1. Постановка задачі побудови математичної моделі

   Існує розв’язання проблеми побудови за заданими вхідними та вихідними часовими сигналами x(t) та y(t) (напругами або струмами)  математичних моделей нелінійних схем, які описуються диференціальними рівняннями у явній формі. Розглянемо принципи побудови математичних моделей нелінійних динамічних схем, що мають вигляд інтегро-диференціальних,  а також відповідних дискретних рівнянь при обмеженій апріорній інформації. Нехай задано неперервні, скінченні та обмежені множини вхідних сигналів (X
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, визначені на множинах 
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, які належать до класів 
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(t)]  (інакше кажучи, для всіх моментів часу t з інтервалу спостереження T математичні описи вхідних та вихідних сигналів схеми відомі). Покладемо, що сигнали  
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 та 
[image: image27.wmf]y

 узгоджені у часі і для них виконується умова причинності. Припустимо, що для 
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 існує оператор 
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.  Визначимо за заданими сигналами схеми  x(t), y(t) структуру та параметри її математичної моделі. 

Розглянемо традиційне для опису нелінійних схем представлення у вигляді  алгебро-диференціальних рівнянь у нормальній формі вигляду:
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де 
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 – дійсні вектор-функції відповідно вхідних сигналів (збу​рень), параметрів стану та вихідних сигналів (реакцій), а дійсна вектор-функція [image: image34.wmf](,,)
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. Узагальнимо систему рівнянь (3.1) для опису більш широкого класу систем. Здійснимо це спочатку для випадку автономної системи, тобто при відсутності дій [image: image37.wmf]u

. Для цього ще раз перепишемо систему (3.1), однак без вектор-функції [image: image38.wmf]()
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, при цьому подамо перше рівняння (3.1) в не​яв​ній формі. Тоді система рівнянь (3.1) набуде вигляду
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 – дійсна вектор-функція, дифе​рен​ційовна за часом [image: image43.wmf]t
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     Теорема 3.1. Нехай функція 
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 задовольняє такі умови:

1(. Визначник матриці 
[image: image46.wmf]/

¶¶

Fx

 є відмінним від нуля для заданого інтервалу зміни [image: image47.wmf]0

[,]

ttT

Î

.

2(. Функція [image: image48.wmf]/

¶¶

Fx

 є обмеженою, [image: image49.wmf]/

N

¶¶£

Fx

.

3(. [image: image50.wmf]0

¢

x

 є заданим коренем системи рівнянь [image: image51.wmf]00

(,,)0

t

¢

=

Fxx

.

Тоді неявне векторне диференціальне рівняння (3.2) зводиться до роз​ши​реної системи нормальних диференціальних рівнянь першого порядку.

Доведення. Продиференціювавши перше з рівнянь системи (3.2) за [image: image52.wmf]t

, отримаємо
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На основі умови 1( можна стверджувати, що існує обернена матриця до матриці 
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. Тоді з рів​нян​ня (3.3) отримаємо таку систему диференціальних рівнянь друго​го по​ряд​ку в явній формі:
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Ввівши нові змінні [image: image57.wmf]12
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, систему (3.4) зводимо до розширеної системи першого порядку:
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Теорему доведено.                                                                                                   ■
Зауважимо, що до останньої системи можна застосовувати всі існуючі методи, ал​го​ритми та програми дослідження алгебрично-диференціальних рівнянь у яв​ній формі. Всі властивості явних систем диференціальних рівнянь на основі вказаної теореми при виконанні умов 1(–3( поширюються також на неявні сис​теми.

У випадку неавтономної системи, тобто при наявності відомих вхідних сигналів [image: image61.wmf]()
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, система рівнянь (3.2) набуває вигляду
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Очевидно, що при виконанні умов теореми 1(–3( остання система може бути зведена до явної форми аналогічно, як друга сис​тема.

Узагальнивши рівняння системи (3.2) на випадок автономної системи [image: image64.wmf]n

-го поряд​ку, отримаємо
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з відповідними початковими умовами 
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Для неавтономної системи [image: image68.wmf]n

-го порядку при наявності в рівняннях похідних від дій отримуємо:
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де [image: image71.wmf]()()
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, а початкові умови такі ж, як і для системи (3.7). Очевидно, що  системи (3.7), (3.8) зводяться до явної форми аналогічно, як і система (3.2). 

     Відомо, що характеристики систем можуть описуватись неявними функціями. Так, вольт-амперні характеристики частотно-перетворюючих діодів  описуються неявними функціями. Нелінійні інерційні тракти радіотехнічних систем описуються нелінійними неявними диференційними рівняннями. Для отримання розв’язків рівнянь, представлених у неявному вигляді, можуть використовуватись потужні існуючі засоби.  Нехай у системі рівнянь (3.8) 
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  та  додавши перше рівняння (3.8) до другого,  для непараметричної схеми у скалярному випадку отримаємо наступне загальне неявне диференційне рівняння:    
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з початковими умовами 
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- дійсна нелінійна вектор-функція, диференційована за часом 
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де 
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,  при існуванні однозначного розв'язку 
[image: image83.wmf])

t

(

y

 та обмеженні (3.3).   

     3.2. Математичні моделі у вигляді алгебро-диференційних рівнянь

     Визначення структури та (або) параметрів функції F[...] може здійснюватись шляхом формулювання та розв’язання задачі мінімізації нев’язки шуканої математичної моделі у певній нормі аналітично, чисельно-аналітичними або чисельними методами). Розглянемо принципи побудови математичних моделей за допомогою чисельних методів. Чисельно-аналітичні та аналітичні методи  визначення математичних моделей будуть розглянуті в наступних розділах. Відомо, що для  побудови моделі  у загальному випадку недостатньо наявності будь-якої скінченної кількості сигналів. Однак, якщо оператор схеми є неперервним, вхідні сигнали x(t) утворюють компактну замкнену множину, тоді модель схеми може бути побудована за допомогою скінченної кількості тестових сигналів. Нехай для сигналів x(t), y(t) існує модель, яка трансформує миттєві значення дій x(t
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) з похибкою, яка не перевищує значення 
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 (3.3). Знайдемо структуру та параметри такої моделі, якою можна апроксимувати функцію F[...] і за допомогою якої з множини (X
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(t)( можна трансформувати часові функції, що містять свої миттєві значення.     Для цього сформулюємо наступну лему.

Лема 3.1. Нехай схема описується рівнянням виду (3.9),  локально неперервним у замкненій області 
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 зміни аргументів F[...]. Нехай також задано аналітичні вирази для сигналів x(t)((X
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(t)( - компактні множини сигналів. Тоді для сигналів x(t),y(t) та значення (>0 існує такий багатовимірний поліном L[...] скінченного степеня (k
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при обмеженні (3.3) для будь-яких агументів F[...] з області їх зміни 
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s=m+n+2, 
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 - коефіцієнти поліному, які є дійсними постійними величинами, оскільки багатовимірний поліном (3.12) - стаціонарний оператор,  
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, тобто тривіальний розв’язок, при якому всі коефіцієнти дорівнюють нулю, виключається. Крім цього, хоча б один з коефіцієнтів  
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     Доведення. Зробимо в (3.9) наступну заміну змінних: 
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З урахуванням зроблених замін рівняння (3.9) може бути подано у вигляді:
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Функція 
[image: image107.wmf]F

 є локально неперервною у замкненій області 
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 зміни своїх аргументів. Аргументи функції 
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 утворюють компактну множину сигналів, тому згідно з теоремою Стоуна-Вейєрштрасса для випадку векторних аргументів 
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  існує така послідовність многочленів 
[image: image111.wmf]s

L

, що


[image: image112.wmf]¥

®

=

s

)

z

(

F

)

z

(

L

lim

s


рівномірно в області 
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. Оскільки функція 
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 є дійсною, многочлени  
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 можна вибрати також дійсними. Виберемо в якості наближувального  многочлен скінченного степеня 
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  (3.12). Оскільки згідно з умовою леми 3.1 принаймні один з коефіцієнтів   многочлена (3.12) 
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, система базових апроксимуючих степеневих функцій є лінійно незалежною.  Тому при достатньо великих 
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 на основі теореми Стоуна-Вейєрштрасса  буде справджуватись нерівність
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, при обмеженні (3.3)  для будь-яких агументів F[...] з області 
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. Лему доведено.                                                                                                                  ■
     Лема 3.1 є основою для визначення математичних моделей у вигляді багатовимірних степеневих поліномів, аргументами яких є часові залежності дій, реакцій схем та їх похідних. Моделі, які описують зв'язок між миттєвими значеннями дій x(t
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) та реакцій схем y(t
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) при t
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(T, можуть визначатись чисельними, чисельно-аналітичними або аналітичними методами. Оскільки многочлен (3.12) є лінійною функцією відносно своїх коефіцієнтів, для знаходження моделі необхідно сформувати та розв'язати відповідну систему лінійних нерівностей відносно (C(. Запишемо таку систему у вигляді:
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де k - кількість часових точок. Система нерівностей (3.13), сформована  для   точок 
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,  є перевизначеною, тобто кількість миттєвих точок сигналів x(t), y(t), перевищує кількість шуканих коефіцієнтів (С( багатовимірного поліному L[...]. При необхідності отримання мінімальних  значень  похибок 
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 задача побудови моделі зводиться до мінімізації нев’язки багатовимірного апроксимаційного поліному. Мінімізація лінійної форми, якою є поліном, при наявності обмежень  (3.3) та 
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 є задачею лінійного програмування, для розв'язання якої існують добре розроблені методи, алгоритми та програми. 

      В результаті розв’язання задачі апроксимації (3.11) отримується аналогова  модель  схеми, яку можна подати у вигляді:
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де значення y(t) у загальному випадку визначаються в результаті розв'язання рівняння (3.14) чисельними методами. Модель (3.14) може бути представлена у формі наступної системи алгебро-диференціальних рівнянь першого порядку:
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     Оскільки невідомі 
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 входять до рівняння (3.14) неявно, такі рівняння   можуть мати більше одного розв'язку. Тобто, у моделі (3.14), визначеній на інтервалі часу t([0;T] і справедливій для множин сигналів (X
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. Для забезпечення однозначності розв’язків (3.14) по відношенню до y(t), тобто для вибору одного розв'язку з їх множини,  зведемо таке рівняння до явної форми. У загальому випадку диференціальне рівняння (3.14) зводиться до наступних 
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 незалежних рівнянь у явній формі, розв’язаних по відношенню до старшої похідної:
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де 
[image: image142.wmf]i
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 - алгебраїчна або трансцендентна функція своїх аргументів, причому 
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 є розв’язками рівняння  
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. Таке зведення можливе в околі деякої точки 
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. При цьому кожне з рівнянь (3.16) буде частковим випадком рівняння (3.14). 

     Для однозначного опису моделі у кожний момент часу за допомогою лише одного з  рівнянь (3.16) використовуватимемо додаткові логічні умови, які залежать від значень аргументів даних рівнянь. На основі  таких  умов здійснюватимемо  перемикання від одного рівняння (3.16) до іншого. Як буде показано нижче,  такий підхід порівняно із застосуванням моделей у вигляді явних рівнянь без використання додаткових логічних умов дозволяє підвищувати точніть моделювання систем, розширювати діапазони зміни параметрів вхідних сигналів моделей, спрощувати структуру моделей. Крім цього, підхід дозволяє будувати моделі у вигляді апроксимаційних багатовимірних поліномів з цілими степенями, а потім представляти їх  рівняннями виду (3.16) в інших базах.      

     Зведення неявних алгебро-диференціальних рівнянь (3.14)  до явної форми дозволяє  знаходити розв'язки таких рівнянь за допомогою числових методів розв'язування диференціальних рівнянь в явній формі Коші. Однак рівняння (3.14)  можна розв’язувати і без будь-яких перетворень  шляхом застосування відповідних числових методів. 

     Для оцінки точності побудови математичної моделі   використовуватимемо максимальне відхилення між  миттєвими значеннями вихідних сигналів моделі та схеми  
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а також середньоквадратичну похибку 
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де n - кількість миттєвих значень вихідних сигналів.

     Отже, вище показано принципову можливість розв'язання задачі побудови математичних моделей систем, які описуються неявними алгебро-диференційними рівняннями (3.9).  Відмітимо, що апроксимуючі вирази можуть формуватись не лише у поліноміальній, але й в інших базах. Для цього можуть бути використані багатовимірні експоненціальні многочлени, багатовимірні тригонометричні многочлени, багатовимірні раціональні дроби і т.д. При використанні в якості базових апроксимуючих функцій не багатовимірних степеневих поліномів оператор математичної моделі може набувати форми нелінійної функції відносно своїх коефіцієнтів. Для отримання шуканих коефіцієнтів у цих випадках формується та розв'язується відповідна система нелінійних нерівностей. Тому у загальному випадку задача побудови моделі зводиться до розв'язання задачі нелінійного програмування, а отже, до пошуку глобального мінімуму багатовимірного нелінійного функціоналу і може бути розв'язана шляхом застосування відповідних методів мінімізації. 

     3.3. Математичні моделі у формі  інтегро-диференційних рівнянь   
     Нехай система описується інтегро-диференційним рівнянням. Для отримання загального представлення у формі інтегро-диференціального рівняння введемо до виразу (3.9)  інтеграли від зовнішніх дій та реакцій схеми. В результаті опис набуде форми інтегро-диференціального рівняння виду:
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де аргументами функції [image: image153.wmf]F

 є скалярні часові функції від залежностей зовніш​ніх дій [image: image154.wmf]()

xt

, реакцій системи [image: image155.wmf]()

yt

, їх похідних та інтегралів за відомих  початкових умов. Визначимо структуру та параметри опису (3.19) за  відомими аргументами.

Нехай схема задовольняє наступну вимогу: її математичний оператор (функція 
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 (3.19)) є неперервним за всіма своїми аргументами. Зо​кре​ма,  неперервність за аргументом [image: image157.wmf]()
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 означає, що для довільно​го [image: image158.wmf]0
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, виконується умова 
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. Аналогічно означуємо неперервність і за іншими аргументами. Задамо для всіх моментів часу [image: image170.wmf]0
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 скінченну множину сигналів 
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 – множина всіх можливих вихідних сигналів. Тоді для всіх моментів часу [image: image176.wmf]t

 математичні описи вхідних та вихідних сигналів схеми, їх похідних та інтегралів можуть бути отримані шля​хом їх апроксимації аналітичними залежностями, числового диференці​ю​ван​ня та інтегрування.

Покладемо, що для заданих сигналів [image: image177.wmf]()
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 і [image: image178.wmf]()
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 існує певний матема​тич​ний оператор, який відображає миттєві значення дій [image: image179.wmf]()
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xt

 у відповідні миттєві значення реакцій [image: image180.wmf]()
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. Визначимо структуру та параметри математичної моделі схеми, для чого обгрунтуємо можливість побудови оператора, яким можна апрок​симувати функцію 
[image: image181.wmf]F×

[]

 і за допомогою якого з множини [image: image182.wmf]()
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 можна переводити часові функції, які складаються зі своїх миттєвих значень. Відповідно з теоремою Стоуна – Вейєрштраcса можна стверджувати наступне 
Твердження 3.1. Нехай нелінійна система описується рівнянням (3.19), функція 
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 якого є неперервною у певній області зміни своїх аргумен​тів. Нехай також задано аналітичні вирази для сигналів [image: image185.wmf]()()

N

xtXt

Î

{}

, 
[image: image186.wmf]()()

N

ytYt

Î

{}

, де 
[image: image187.wmf]() ()

,

NN

XtYt

{}{}

 – компактні множини сигналів. Тоді для сигналів [image: image188.wmf](),()

xtyt

 і деякого [image: image189.wmf]0

d>

 завжди знайдеться такий алгеб​рич​ний многочлен, зокрема багатовимірний поліном 
[image: image190.wmf]L

×

[]

 скінченного сте​пеня 
[image: image191.wmf]01

()

mms

kkkk

+

+++++<¥

KK

, що буде виконуватися нерівність

[image: image192.wmf]L

×£d

[]

, 

де

[image: image193.wmf]0

0

1

0

0

()

00

()()()

K

s

m

s

s

K

k

k

k

m

kk

kk

LCxtxtxt

==

¢

×=´

åå

K

KK

[][][][]



[image: image194.wmf]12

2

()()()

mmr

kkk

r

r

xtdtxtdtxtdt

++

éùéùéù

´´

ëûëûëû

òòòòò

KK



[image: image195.wmf]2

12

()

()()()

rn

rr

k

kk

n

ytytyt

++

++

¢

´´

K

[][][]



[image: image196.wmf]34

2

()()()

rnrns

kkk

s

s

ytdtytdtytdt

++++

éùéùéù

´

ëûëûëû

òòòòò

KK

,
а [image: image197.wmf]0

s

kk

C

K

 – коефіцієнти полінома, які є сталими величинами, оскільки по​лі​ном  є стаціонарним оператором.

Сформульоване твердження, яке справджується для будь-якого скін​ченного зна​чен​ня 
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Значення коефіцієнтів багатовимірного полінома знаходяться шляхом роз​в’я​за​ння задачі мінімізації його нев’язки. В результаті отримується аналогова мате​ма​тична модель нелінійної схеми такого вигляду:
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Оскільки невідомі [image: image206.wmf]()
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 входять до рівняння (3.19) неявно, воно може мати більше одного розв’язку. В результаті у моделі (3.20), визначеній на інтервалі часу [image: image207.wmf]0
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, які будуть зумовлюватись різними по​чатковими, логічними умовами тощо. Для вибору одного розв’язку з їх мно​жини застосуємо процедуру зведення неявного рівняння до рівняння у явній формі такого ж порядку, як і неявне рівняння. У результаті такого зведення опис (3.19) набуде форми системи незалежних рівнянь 
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При цьому кожне з рівнянь (3.21) буде частковим випадком опису (3.19).

     Відомо, однак,  що інтегро-диференціальні рівняння можна зводити до еквівалентних диференціальних рівнянь. Розглянемо можливість такого зведення для рівняння (3.19). Для цього введемо наступні заміни:
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З урахуванням замін (3.22) вираз (3.19) можна представити у вигляді еквівалентного диференціального рівняння відносно старшого інтегралу від w(t):
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де p=m+r+1; q=s+n+1. Оскільки представлення (3.30) при перепозначеннях 
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 збігається з описом (3.9), принципи побудови математичних моделей у вигляді неявних алгебро-диференціальних рівнянь можна застосовувати і для випадку моделі (3.30), якщо в якості її аргументів  розглядати не лише вхідні, вихідні сигнали схеми та їх похідні, але й інтеграли від таких сигналів. Зведення інтегро-диференціальних до еквівалентних диференціальних рівнянь є ефективним засобом використання моделей у формі інтегро-диференціальних рівнянь. Відмітимо, що при постановці задачі Коші для отримання розв'язків рівняння (3.30) необхідно задавати відповідні початкові умови: 
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     Отже, принципи побудови математичних моделей у формі алгебро-диференціальних рівнянь дозволяють також конструювати математичні моделі  систем у вигляді інтегро-диференційних рівнянь.

      3.4. Математичні моделі у вигляді  дискретних рівнянь   

На практиці для вхідних дій x(t) та вихідних реакцій системи y(t) їх аналітичні вирази можуть бути невідомими, тому такі сигнали можуть задаватись множинами дискретних часових точок. Крім цього, при реалізації процедури побудови математичних моделей на ЕОМ  та для розв'язання задач створення цифрових систем формуються дискретні моделі у вигляді різницевих схем. Позначимо дискретні значення дій x(t) та рекцій схеми y(t), визначені у певних рівновіддалених часових точках t
[image: image219.wmf]k

=kh, де k – номер дискрети, h- крок дискретизації по часу, через x(k) та y(k) відповідно. Не порушуючи загальності, вважатимемо, що змінна 
[image: image220.wmf]k

 приймає лише цілочисельні значення 0,1,2,...  Тоді за допомогою існуючих методів від опису (3.9) з певною похибкою можна перейти до її дискретного аналогу - різницевого рівняння виду:
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де 
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 - скінченні різниці відповідного порядку.  Дискретний аналог математичної моделі (3.14) можна подати у вигляді: 
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який може бути представлений у формі системи різницевих рівнянь виду:
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де принаймні один з коефіцієнтів 
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, а значення y(k) у загальному випадку отримуються в результаті застосування неявної різницевої схеми. 
     Для оцінки точності дискретної моделі обчислюватимемо  максимальне відхилення вихідних сигналів  дискретної  моделі  від відповідних вихідних сигналів схеми 
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де K - множина дискрет, а також середньоквадратичну похибку відтворення дискретною моделлю  перетворення "вхід-вихід" схеми  
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     3.5. Порівняльні оцінки ефективності моделювання 

     Отримаємо кількісні оцінки ефективності математичних моделей у формі алгебро-диференційних рівнянь. Для цього виконаємо спочатку кількісне порівняння методу побудови математичних моделей у формі алгебро-диференційних рівнянь з методом ідентифікації багатовимірних поліномів розщеплених сигналів та методом моделювання функціональними рядами Вольтерра. Порівняння здійснимо на прикладі ідентифікації моделі квадратичної системи, яка описується співвідношенням виду:
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     Використаємо в якості дій 
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 сукупність тисячі реалізацій, які містять 64 дискретних відліки випадкових процесів з гаусівським та експоненціальним законами розподілу густини імовірності. При цьому гаусівський закон розподілу має середнє [image: image231.wmf]0
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 та відхилення [image: image232.wmf]1
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, а експоненціальний - параметр розподілу 
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. Обчислимо за заданим співвідношенням дискрети відповідних реакцій системи 
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Для відновлення моделі за відомими дискретами дій та реакцій системи сформуємо поліном в дискретній формі (3.19) при умові, що аргументами поліному є дії, реакції системи та їх зсуви 
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. Обмежившись другою степінню поліному, запишемо наступне неявне різницеве рівняння:
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де
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EMBED Equation.3[image: image238.wmf]1
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. Коефіцієнти отриманого рівняння визначимо в результаті розв'язання за допомогою методу найменших квадратів апроксимаційної задачі виду:
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 - дискретне значення вихідного сигналу моделі; 
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 - оператор математичного сподівання. В результаті отримується  модель системи у вигляді різницевого рівняння
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Результати кількісного порівняння побудови моделі у формі різницевого рівняння з методом ідентифікації багатовимірного поліному  розщеплених сигналів другого степеня, а також з методом функціональних рядів Вольтерра  другого   степеня   наведені   в   табл.   3.1,   де   MSEL,  MSEQ та

( - похибки апроксимації лінійної, квадратичної передавальних функцій та різницевого рівняння системи відповідно;  N - кількість коефіцієнтів математичних моделей. Значення похибок апроксимації для 
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 дискретних точок 
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 обчислені за виразом:

Таблиця 3.1
  Результати  порівняння

	Показни-
ки порів- няння
	Гаусівський сигнал
	Експоненціальний сигнал

	
	Багато-вимірний поліном
	Функціо-нальний ряд
	Різницеве рівняння
	Багато-вимірний поліном
	Функціо- нальний ряд
	Різницеве рівняння

	MSEL
	0.07E-2
	0.22E-2
	(
	5.29E-2
	5.2E-2
	(

	MSEQ
	0.1E-2
	1.88E-2
	(
	2.33E-2
	4.87E-2
	(

	      (
	(
	(
	8.84E-5
	(
	(
	3.26E-7

	     N
	246
	850
	64
	264
	850
	64
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Як можна побачити з отриманих даних, у випадку різницевого рівняння кількість  коефіцієнтів моделі зменшується більше, ніж у 50 разів,  а середньоквадратична похибка апроксимації зменшується не менше, ніж на 2 порядки. Отже, за допомогою алгебро-диференціального рівняння у дискретній формі побудова моделі здійснюється точніше, з меншими обчислювальними затратами, ніж іншими методами,

     Побудуємо математичну модель основної частини схеми пристрою, призначеного для визначення моменту надходження сигналів точного часу, яка наведена на  рис. 3.1,  де  
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 Порівняємо отриману модель з традиційною математичною моделлю в явній формі.
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Рис. 3.1. Принципова схема основної частини пристрою.
     Виберемо на заданому періоді часу з кроком 
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  10001  дискретне  значення 
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. Обчислимо  для   вибраних   дискрет за  схемою з  рис. 3.1 дискрети відповідних вихідних часових сигналів схеми. Графіки вхідного та вихідного сигналів наведені на рис. 3.2. 

Для дискрет вхідних сигналів пристрою 
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 знайдемо відповідні дискретні значення похідних 
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. Визначимо модель схеми за допомогою  розв'язання регуляризованої за Тихоновим задачі мінімізації наступного багатовимірного поліному в неявній формі:
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 дискретні значення вихідних сигналів схеми.  Розв’язання задачі мінімізації дозволило отримати наступну модель схеми:
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Рис. 3.2. Вхідний та вихідний часові сигнали схеми з рис. 3.1.
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     Подамо знайдену модель у вигляді  дробово-раціональної функції виду:
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Графік  вихідного сигналу моделі показано на рис. 3.2.   

     Згідно з результатами моделювання, для вхідних сигналів з іншими значеннями амплітуди та частоти похибка вихідних сигналів  моделі практично не змінюється, тобто модель є амплітудо- та частотонезалежною. Використання в якості апроксимаційного многочлена полінома в неявній формі дозволило отримати  модель схеми у вигляді багатовимірного поліному з цілими степенями, а потім представити її у явній формі дробово-раціональної функції. 

     При розв'язанні задачі мінімізації  апроксимаційного полінома, поданого  в явній формі, отримується модель,  що має високу  точність для  менших діапазонів зміни параметрів вхідного сигналу. Визначимо, наприклад, модель схеми на основі розв'язання регуляризованої задачі мінімізації виду:
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використавши в якості 
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 дискретні значення точних вихідних сигналів схеми, де 
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 - параметр регуляризації.  Розв’язання задачі мінімізації  приводить до отримання наступного рівняння в явній формі: 
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Знайдена модель для заданих 
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 є точною. Однак, при використанні моделі для отримання вихідних сигналів пристрою у випадку вхідних сигналів з параметрами 
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, що відрізняються від заданих, наприклад, у межах 30%,  похибка вихідних сигналів моделі перевищує 100%. Інакше кажучи, отримана у цьому випадку модель є амплітудо- та частотозалежною  і точною для вужчого класу вхідних сигналів.   

     Отже, отримані кількісні оцінки свідчать про те, що моделі у вигляді алгебро-диференціальних рівнянь дозволяють в порівнянні з аналогами підвищувати точність  моделювання та швидкодію програм аналізу, зменшувати обчислювальні затрати. Як видно з прикладу 3.2, а також буде додатково показано у наступних розділах, використання неявних рівнянь та явних рівнянь, що містять логічні умови, дає можливість розширювати динамічний та  частотний діапазони зміни  вхідних сигналів, для яких будується модель. Однак, при реалізації підходу у деяких випадках доводиться мати справу з дещо великою розмірністю задач, громіздкими процедурами визначення структури математичної моделі та зведення неявних алгебро-диференціальних рівнянь до явної форми.

     3.6. Використання для моделювання сучасного програмного             забезпечення

     Побудова та дослідження моделей систем ефективно здійснюються у  середовищах сучасних програм математичного моделювання з використанням бібліотеки  математичних програм  Netlib (http://www.netlib.org), мов програмування високого рівня, а також схемотехнічних САПР таких, як Micro-Cap, OrCAD та System View. Особливо ефективним є використання мови програмування високого рівня, призначеної для виконання технічних обчислень, Matlab. Отримані при цьому моделі  легко інтегруються до бібліотеки Netlib та бібліотеки пакету Matlab.  У складі цих бібліотек розроблені моделі можна використовувати та досліджувати при різних формах сигналів як автономно, так і в сукупності з іншими  моделями.

     Високу ефективність дослідження моделей у  середовищі Matlab дозволяють забезпечувати спеціалізовані професійні тулбокси (набори інструментальних засобів). Зокрема, за допомогою тулбоксу Simulink конструюються моделі аналогових, дискретних і гібридних динамічних схем та розв'язуються задачі їх аналізу. Введення моделей в Simulink та виконання їх аналізу здійснюється з використанням наступних бібліотек:   Sources (джерел сигналів), Sinks (виводу результатів), Continuous  (неперервних систем), Discontinuous (розривних систем), Discrete  (дискретних систем), Linear (лінійних блоків), Nonlinear  (нелінійних блоків), Connections (з'єднань), Functions & Tables  (таблично заданих трансцендентних функцій, виразів та функцій), Math  (математичних, логічних операцій та операцій відношення), Signals & Systems  (систем і підсистем). 

Числове   інтегрування   систем   звичайних  диференціальних  рівнянь  в 

Matlab може виконуватись з постійним та змінним кроком. Метод можна вибирати з врахуванням типу моделі (неперервної або дискретної). Якщо модель не містить неперервного часу, програма використовує дискретний режим з фіксованим або змінним кроком. Параметри методів, прийняті за замовчуванням, приводять до швидкого отримання точних результатів при розв'язуванні більшості задач  аналізу. Змінивши значення параметрів, можна додатково  підвищити швидкість розв'язання задачі.

Розв’язування систем лінійних, нелінійних рівнянь, побудова часових характеристик на основі пакету Matlab ефективно  виконується за допомогою мови програмування  Matlab, аналітично  за допомогою тулбоксу Symbolic Math,   а також шляхом використання тулбоксу Control System. 

     Для моделювання за допомогою Matlab логіко-динамічних систем із змінною структурою використовується тулбокс Stateflow, а також бібліотеки блоків Simulink. В Stateflow зміна станів системи відображується у вигляді схеми, на якій показуються елементи системи і зв'язки-переходи між ними. Бібліотека Simulink містить набір блоків, призначених для побудови функціональних схем із змінною структурою. Логіко-динамічні системи із змінною структурою Matlab дозволяє моделювати також  на основі сіток Петрі. 

     Для моделювання нейронних мереж в Matlab використовується набір інструментів  Neural Networks, який містить засоби для проектування, моделювання, навчання та використання множини відомих штучних нейронних мереж. Засоби можна використовувати для розв’язання різноманітних задач, зокрема таких, як обробка сигналів, розпізнавання зображень, ідентифікація, нелінійне керування, підвищення продуктивності комп’ютерів та ін. До складу тулбоксу входять більше 150 різних функцій, утворюючи своєрідну макромову програмування, яка дозволяє користувачу створювати, навчати та використовувати різні нейронні мережі. Сюди входять активаційні функції, функції навчання нейронних мереж,  налагоджування шарів нейронів, одновимірної оптимізації, ініціалізації шарів та зміщень, створення нейронних мереж, перетворення входів мережі, ваг та відстаней,  розміщення нейронів (топологічні функції), використання нейронних мереж,  графічні та інші функції. Набір інструментів Neural Network містить  блоки, які можуть бути або безпосередньо використані для побудови нейронних мереж у середовищі Simulink, або з функцією  gensim. У свою чергу Simulink містить нейромережеві блоки активаційних функцій (Transfer Functions), блоки трансформації входів мережі та блоки вагових коефіцієнтів. 

     Аналогові та цифрові моделі зручно досліджувати у середовищах САПР Micro-Cap версій V-VII. Система Micro-Cap призначена для аналізу і статистичних досліджень аналогових та цифрових радіоелектронних пристроїв у режимі постійного струму, в частотній області в режимі малого сигналу, у часовій області при дії вхідних сигналів будь-якої форми та амплітуди, в режимі спектрального аналізу (Фур'є-аналізу), а також статистичного аналізу методом Монте-Карло. Програма дозволяє на основі моделей будувати відповідні структурні схеми з конкретними значеннями параметрів елементів та заносити їх до бібліотеки моделей Micro-Cap. В системі реалізовано графічний ввід схем лінійних та нелінійних аналогових пристроїв, їх моделювання та динамічне відображення графіків різних характеристик. Програма є  сумісною з пакетом PSPICE як за моделями компонентів, так і за текстовим описом схем. Система реалізована на платформі Windows, має зручний інтерфейс. 

     Бібліотека моделей компонентів Micro-Cap містить більше 10 тис. аналогових та цифрових електрорадіоелементів ведучих фірм,      включаючи найбільш популярні цифрові інтегральні схеми дискретної логіки та аналогові компоненти типу діодів, біполярних, польових та МОП-транзисторів, магнітних сердечників, ліній передачі з втратами, макромоделі операційних підсилювачів, кварцевих резонаторів, давачів Холла та ін. Всі моделі написані у стандартному форматі SPice і можуть використовуватись з програмами моделювання фірм Altium, Cadence, IntoSoft та ін. Макромоделі компонентів представляються у вигляді принципових електричних схем або у текстовому вигляді. Система містить спеціальну програму MODEL для розрахунку параметрів математичних моделей аналогових компонентів за довідковими або експериментальними даними. 

     Максимальний об’єм схеми у професійній версії Micro-Cap 7 досягає 10 тис. вузлів.  Є можливість параметричної оптимізації при аналізі перехідних процесів. Існує режим для аналізу нелінійних схем за постійним струмом та візуалізації безпосередньо на схемі вузлових потенціалів, струмів віток та розсіюваної потужності. В режимі багатоваріантного аналізу Micro-Cap допускає одночасну зміну до 10 параметрів і дозволяє будувати графіки залежностей характеристик схеми від зміни параметрів. Передбачена можливість оперативного налагоджування параметрів у режимі за постійним струмом за допомогою повзункових регуляторів без проведення повторного моделювання. Система має засоби синтезу пасивних та активних аналогових фільтрів.   

     До Micro-Cap включено інтерфейс з програмами розробки друкованих плат OrCAD, P-CAD, Protel та ін. Система містить режим аналізу чутливості та передавальних функцій за постійним струмом, режим z-перетворення, давач випадкових чисел, режим анімації при аналізі цифрових пристроїв,  режим параметричної оптимізації всіх основних видів аналізу. 

     Для моделювання радіоелектронних систем аналогової, цифрової та аналогово-цифрової обробки сигналів, систем зв’язку, систем автоматичного керування та ін. використовується програма System View. System View є особливо зручною для моделювання аналогових, цифрових та гібридних радіотехнічних систем на рівні функціональних схем. Вона дозволяє створювати функціональні схеми пристроїв та виконувати моделювання пристроїв при дії на них сигналів різної форми та завад. System View дає можливість створювати макромоделі, бібліотеки користувача, написані на мові Сі та моделі, створені у середовищі програми Matlab. Після завершення моделювання цифрового пристрою дані про його структуру можуть бути передані спеціалізованій програмі синтезу  ПЛІС фірми Xilinx, а також програмі Core Generator для його подальшої реалізації.

     Моделювання в System View грунтується на числовому розрахунку перехідних процесів в нелінійних аналогових, цифрових та аналогово-цифрових динамічних системах, які у загальному випадку можуть містити зворотні зв’язки.  Бібліотека Source програми містить різноманітний набір джерел детермінованих та випадкових сигналів. Це – гармонічні, аперіодичні сигнали та сигнали, що описуються довільними математичними виразами. Бібліотека операторів Operator містить функціональні елементи, що виконують лінійні перетворення вхідних сигналів. Бібліотека Function містить елементи, які описуються математичними виразами. Програма дозволяє розв’язувати задачі параметричного синтезу лінійних аналогових та цифрових фільтрів. 

     В бібліотеці RF/Analog System View міститься набір інструментальних засобів для моделювання високочастотних аналогових пристроїв. RF/Analog містить моделі сучасних підсилювачів та атенюаторів, активних та пасивних змішувачів, подільників потужності та суматорів, а також різноманітних RC- та LC-фільтрів,  низку схем на операційних підсилювачах.

     У бібліотеці  Communications Library програми міститься набір інструментальних засобів для моделювання сучасних систем зв’язку. Бібліотека містить компоненти, які здійснюють кодування та декодування, модуляцію та демодуляцію, передачу та відновлення даних, а також імітацію каналів зв’язку. Елементи для моделювання цифрових пристроїв знаходяться у бібліотеках Logic та DSP.

     Програма System View має додаткові засоби, зокрема, Automatic Program Generation для створення автономно виконуваних програм моделювання окремих функціональних схем. Опція M-Link програми використовує багато ресурсів програми Matlab. За допомогою засобу C-Code Generation створюються описи фрагментів функціональних схем для бібліотеки RTDA на мові Сі.

          Запитання до третього розділу 
     3.1. Дати визначення системі алгебро-диференційних рівнянь в явній формі.
     3.2. Описати систему алгебро-диференційних рівнянь в неявній формі.
     3.3. Що таке інтегро-диференційне рівняння?

     3.4. Описати математичну модель у вигляді дискретного рівняння.
     3.5. Оцінки точності побудови математичної моделі.
     3.6. Навести результати кількісного порівняння методу побудови математичних моделей у формі алгебро-диференціальних рівнянь з методом ідентифікації багатовимірних поліномів розщеплених сигналів та методом моделювання функціональними рядами Вольтерра.

     3.7. Описати використання для моделювання пакету прикладних програм Matlab.

     3.8. Пояснити застосування для моделювання мов програмування високого рівня.

     3.9. Розкрити суть використання для моделювання схемотехнічної САПР Micro-Cap (OrCAD або System View).
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