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1. Змінити порядок інтегрування в подвійних інтегралах:
1.[image: image565.png]y = 3sint,

{:c=2cost,05t<21r,
z2=3



;
15. [image: image2.png]J(z,y)dy
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4.[image: image7.png]»~—arcsin y
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18.[image: image8.png]Vi—s
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6.[image: image11.png]
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20. [image: image12.png]


;
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10.[image: image19.png]
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 24. 
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25.[image: image22.png]


;
12.[image: image23.png]


;
26·[image: image24.png]] dz 7"! (2,y)dy
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13.[image: image25.png]f(=,y)dy
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27.[image: image26.png]



14.[image: image27.png]


;
28.[image: image28.png]f(z,y)dy




2. Обчислити подвійний інтеграл за областю D.
[image: image1.png]


1.[image: image29.png]/D/z’y’dzdy, D: 22+ <16



;
2.
3.[image: image30.png]


;
[image: image481.png]y=sinz, y=0(0< z < %)



4. 
5.[image: image31.png]//(z’+y)dzdy, D: y>a, z}ky’




6. [image: image32.png]/!ain(z+y}dsdy, D: z’+y’L§4




7.[image: image33.png]//z’y’dzdy,' D: P+57<1,y>0
D ’ _




8.[image: image34.png]



9. [image: image35.png]/!z’(y—z)dzdy, D: y22* 224



.
10. [image: image36.png]/zdzdy, D: y>2', z4+y<2,2>0



;
11.[image: image37.png]//z’ydzdy, D: (=1 +y°<1,y>0



;
12.[image: image38.png]/[s’y’dsdy, D: #2+¢<1,y20



.
13.[image: image39.png]/!(:c+y)dzdy, D: z+y<l, 22+ <1, 920



;
14.[image: image40.png]//fydzdy, D: y>20,y< 2z ~2?



.
15.[image: image41.png]/[sin(s+u)dady, D: y=0,y==z2, 2+y=nx/2




16.[image: image42.png]/coo(z+y)dzdy, D: 2=0,y=x,y=2



.
17.[image: image43.png]/(z’+y’)dcdy, D: y=z,2+y=2,2=0
D



.
18. [image: image44.png]/fzydxdy, D: z+y=2 22+ =2

D



;
19. [image: image45.png]/!(H%)dtdv, D: y=2), y=z



;
20.[image: image46.png]//e""'dzdy, D: y=e®, 2=0,y=2
D



.
21.[image: image47.png]zdzd ’
//z“-}-:” D: y==ziga, y=2



. 22.[image: image48.png]//\/l+z’dzdy, D: y’—-z’:l,f.—-:l, z=;2.§=ﬂ(y>0)
J |




[image: image482.png]a=y]+ 2k




23. 


D - трапеція з вершина ми в точках
((1;1), (5;1), (10; 2), (2; 2);
[image: image483.png]=2I’



24.

D - трикутник з вершинами в точках
(0;0), (1;1), (0;1);
[image: image484.jpg]%| "L
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25.

D -  трикутник з вершинами в точках
(1;3), (-1;1), (2;-4);
[image: image485.jpg]L4

TS



26.
[image: image486.png]


27.
[image: image487.png]AL
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28.

3. Обчислити подвійний інтеграл, переходячи до полярної системи координат.
[image: image488.png]


1.
[image: image489.png][f@-vizty, D: z4y<z 220,420
D



2.
[image: image490.png][[evists, D: E+iist a20,y20
D



3.
[image: image491.jpg]/!\/;v——v’dzdv



4.
[image: image492.jpg]


5.
[image: image493.jpg]/:D/(zz+3y+l)dzdy



6. ;
[image: image494.jpg]//(cosza""am”)dad”’ D: ?’=0, Vfoa 43+4U""!'=0
D




7.
8. [image: image49.png]/b/(z’-i-y’)dzdy, D: 22+ =8z



;
 9.[image: image495.jpg]/(a;+y)dxdy, D: B+ =z+y
J |




10.[image: image50.png]


;
[image: image496.jpg]



11.

12.[image: image51.png]//(L——dzdy D: @+ <nh y20



;
[image: image497.jpg]//\/a"—c’-y’dzdy, D: .rf+y’==az, y20,a>0

D




13.;
[image: image498.jpg]/;)/y’dzdy, D: z’+y’5}z’{yzo



14.,
[image: image499.jpg]//(z’-{-y’)dxdy, D: z’+ﬂ|$R’, z2>0

D



15.;
[image: image500.jpg]/ln.(1+z’+y')dzdy, D: dlt’+y’=4,320,y_20

D .



16.;
[image: image501.jpg]1— 23 — 4
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18.;
19.[image: image52.png]


;
20.[image: image53.png]/!(z’w’)’d:d
v, D: z*+y® <8z



; 21.[image: image54.png]/sin\/x’+y’dzdy, D: 2*+y’ <4z, y<0

D




22.[image: image55.png]/!e"ﬂ’dzdy, D: 2+ <16, y<0



;
23.[image: image56.png]Vi-a2 -2 _
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;
24.[image: image57.png]


;
25.[image: image58.png][[#vdsay, p: P e-121, P10t sy
J |



;
26.[image: image59.png]//\/z’-i-y’dzdy, D: 2+ 2z 22+ <22, py<0
D 5 '




[image: image503.png]/‘/(2*23*3ﬂ)d¢dﬁ. D: 22+ =9
D




27.
28. [image: image60.png]J[ a5 o vsViva v20
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4· За допомогою подвійного інтеграла обчислити площу фігури, обмеженої лініями.
1.[image: image61.png]sy=1, z+y=23H



;
2.[image: image62.png]v=ve, y=2/z, =




3.[image: image63.png]



4.[image: image64.png]2°,
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5.[image: image65.png](@ +9*) =

202
Ty




[image: image504.png]#1ﬂ(ﬂd:ﬂ)d@dv. D: 2+¢°=1,22>0



6.      
7.[image: image66.png]y=22-2

y=2"



;
8.[image: image67.png]y’=4+z, z+3y=0



;
9.[image: image68.png]y = sinz,

y = cos 3,

2=0



;
10.[image: image69.png]z=+/9-12 z=+v1+p?



;
11.[image: image70.png]y=+bz-23 y==2



;
12.[image: image71.png]4y = 316 - 22, py=|a



ί
13.[image: image72.png]y=2z v
' +2, y=2+v8-33



;
14.[image: image73.png]P+ =4z, P?+y’ =82, y=az, y=2



;
[image: image505.png]x’
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15.
16.[image: image74.png]P4+ =22 y=%—=r



(фігура, що лежить між площинами);
17.[image: image75.png]= + yz = 2y,

y:

0O b



(меншого сегмента);
18.[image: image76.png]2+y’=4, z+y=2



 (меншого сегмента);
19.[image: image77.png]P ryP=22 z+y=2



 (меншого сегмента);
20.[image: image78.png]z=¢y*, 4z-6y+2=0



;
21.[image: image79.png]


 (частин, що не містять початок
координаті);
22.[image: image506.png]<4
/" Y D: 2+y2>1, 22+¢
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23.[image: image80.png]



24.[image: image81.png]y=vz, y=3Y!;: z2=9



;
25.[image: image82.png]


;
26.[image: image83.png]224yt =22 y==2



( меншої фігури); 27.[image: image84.png]¥ =z'+1, L2+ =9




28.[image: image85.png]Y=z, =2, s+y=60




5. Застосування подвійних інтегралів. Обчислити об’єм тіла, обмеженого поверхнями.
1. [image: image86.png]z=y+1, z=%?, =2=0, 2=3



;
2.[image: image87.png]2+y=2,

2=0,

12=0




3.[image: image88.png]-

i

y=34, z=z’+v’+l




4.[image: image89.png]z=z +y’, =0, y=0, 2=0, z+y=1




5.[image: image90.png]1=9-y, =0, y=0, 5=0, 3s+4y=12(y>0)



ί
6.[image: image91.png]y::’, y=1, z+y+3=4 22=0



;
7.[image: image92.png]s=2+y*, z+y=4 2=0, y=0, 2=0



Γ Обчислити площу.
8.
Частини площини[image: image93.png]6z+3y+22=12



, яка міститься в І октанті.
9. Частини поверхні параболоїда[image: image94.png]P+ 2

22



» яка міститься ніж
циліндром[image: image95.png]


і площиною[image: image96.png]



10. Частини поверхні циліндра[image: image97.png]2+ =1(z>0)



, яка міститься між площинами[image: image98.png]


і[image: image99.png]



11. Частини поверхні циліндра[image: image100.png]234yt =22



, яка вирізується з нього сферою[image: image101.png]2+ +5 =4




12. Частини поверхні[image: image102.png]


, яка знаходиться над прямокутником, що лежить у площині [image: image103.png]


 і обмежений прямими[image: image104.png]z2=0y=0,2=3,




[image: image105]
Знайти масу.
13. Круглої пластини радіуса Я, якщо її густина у кожній точці пропорційна до відстані цієї точки від центра і дорівнює 3 на краю пластини.
14. Квадратної пластини зі стороною 2а, густина якої у кожній точці пропорційна до квадрата відстані цієї точки від центра пластини і дорівнює 1 наш кутах.

15. Плоского кільця, обмеженого двома концентричними колами з радіусами R і r (R > r), якщо густина обернено пропорційна до відстані від центра кіл і на колі внутрішнього круга дорівнює 1.

16. Еліпса 
[image: image106], густина якого в кожній точці пропорційна до відстані її від великої осі й дорівнює[image: image107.png]


на відстані від цієї осі, що становить одиницю.

Знайти координати центра мас однорідної плоскої фігури D, обмеженої лініями.
[image: image507.png]// Ydedy, D: 2 +(y-1P21, x’+y”$4y




17. 18.[image: image108.png]y=anz,

y=0




19. Круговий сектором (бісектрисою якого в вісь Ох) з вершиною в початку координат, центральним кутом а і радіусом R.
20. 
[image: image109]
Обчислити момент інерції однорідних плоских

фігур (густина [image: image110.jpg]1z,9) =1



)

21. Прямокутника зі сторонами а і b відносно точки перетину його діагоналей.
і
22 Еліпса

[image: image111]відносно центра.
23. Квадрата зі стороною а відносно вершини.
24. Круга радіуса R відносно точки яка лежить на колі.
Обчисляти момент інерції однорідних плоских
фігур [image: image112.jpg](v(=z,y)=1)





25. Трикутника обмеженого прямими [image: image113.jpg]zty=2z=2,y=2



 відносно осі Ох.




26. Круга радіуса R відносно дотичної.

27. Кругового кільця з радіусами R і r (R > r) відносно його діаметра.
28.
Квадрата зі стороною а відносно прямої, яка проходить через його вершину перпендикулярно до діагоналі квадрата.
6. Обчислити потрійний інтеграл за областю V:

[image: image508.png]'/D/e")"’dzdv, D: 2+¢<a’, z2>0



1.
[image: image509.png]Z}fmdw D: £2+y29, 2 e‘+ <16, y>0



[image: image510.png]


[image: image511.png]/ln(z’+y’)dzdy, D: £2+y*<e’, 2*+y* < e



23

5. [image: image114.png]][/z’y’zdxdydz, V: z2z=zy, 2=0,y=z,¢y=0, zi=1




6·[image: image115.png]/[/zmdzdvdz. Vi a4y =22 (y20),2=0, 2=a




7.[image: image512.png]yv=lnz, z-y=1, y=-1




8.[image: image513.png]/z\/:c’-i-v’ dy, D: (z’+v’)’_-_-_'§a’(z’—w’).z.>_0
D ’




[image: image514.png]



9.

10.[image: image116.png]// dedydz, V: P+ =4, =0, 2+y+a=3
\ 2




11.[image: image117.png]3
'

l// (2* + y*)dodydz, V: z’+y“+z’=R“,z=0(zg[0)‘
J




12. [image: image118.png][[[E4%, v. pepra=1,2=0
Y/.'V//—\TZ-_' : Z+ﬂ’+ =1, 3= (220)




13. [image: image515.png]


         
14.[image: image516.png]P =4z2+4, yP=-22+4




15. [image: image119.png]V/ (x® +P)rdydz, V: 1<P 4+ +2° <4(x20)
v



)
16. [image: image120.png]L///zyda:dydz, V\;\_z’+y’_<_1l, z>0,y2>0, 05:5}1
v



;
17.[image: image121.png]!
///cyzdzdydz, V: 0<2<2,0<y<2 <2<y
v .




18. [image: image122.png]'/[/yzdxdydz, V: 24+ 4+ <972>0



;
[image: image517.jpg]///zydzdydz, V: s=2y,2+y=1, 3=0(2>0)



19.
[image: image518.jpg]dzdydz '
//./(3+yv+;)3’ V. x=(1’ll=0,z=0,z+y+,=l
v



20.
21. [image: image519.jpg]///yooe(z+;)dzdydz, V:! y=vz, y=0,2=0,z+z=x/2
v f



;
22.[image: image520.jpg]///zyzdgdydz V: y= ""'-U’»z=zy,z=0




23. [image: image521.png]\/J/dxd:ﬂ% V: 3"""’:1("20)’":0,2:0?;::3



;
24.[image: image522.png]dzxdydz
/) 7

V: z2=22+¢2, 3=1



;
25.[image: image523.png]Jf// vel+yldedyds, V: z=2’-p?, o=0, 2’ +y’=1, y=2,
J

v;b(;zzﬂ, z > 0);



;
[image: image524.png]y//vm-i-v’-i-z’dcdydz, V: c’+y’+£=R’ (’20’ VZ“} 320)
V .



26.
[image: image525.png]l// Vel +yt +23dzdyds, V: '+ + =2
A4




27. 
[image: image526.png]/!/z‘yf‘zdzdydz, V: 0<2<1,0<y<z, 0<z<zp




28.
7· Застосування дотрійних інтегралів.
Користуючись потрійним інтегралом, обчислити об9«м
тіла, обмеженого поверхнями.
1.[image: image123.png]az=z’+v{', 2= /a? + 3, (h)O)




2.[image: image527.png]// (t+y+2)dzdydz, V: z+y+2<1, 220,920,320
v




3.[image: image124.png]



[image: image528.png]///zdxdydz, V: a’+y’+¥:-’-51,120
v |




4.
5.[image: image125.png]z? +
v’
+
23
=R’
, 2"+
yﬂ
= 347



;
6.[image: image126.png]z=4"ll2.

y=5z%, z=

0




7. [image: image127.png]422 + o2
=2z
, 4z 4
::z’



;
[image: image529.png]/’/ dzdyds v .
Gryrarny 0 THes8e20,0<y<h 220



8.[image: image128.png]3
2+ + 22 = R, z’+y’+z’=%—-




9.
10.[image: image129.png]az=a' -2 -, 2=0, (a>0)



;
11.[image: image130.png]P 4+y* =R 22+ =R?



;
12.[image: image131.png]22 4+3P =22 22437 =2



.
Знайти момент інерції однорідного тіла (густіна якого [image: image132.png]7(z,2) =1



).
13. Прямокутного паралелепіпеда з ребрами а, Ь і с відносно ребра а і точки перетину діагоналей.
14. Кулі радіуса R відносно дотичної прямої.

15. Параболоїда обертання з радіусом основи R і висотою H відносно його осі.
і

16. Тетраедра x+y+z = 1, x = 0, у = 0, z= 0 відносно площини Оху.
17. Тіла, обмеженого циліндром[image: image133.png]6z



та площинами z=2, у = 0,у= 1, z = 0.

Знайти координати центра тяжіння однорідного ([image: image134.png]v(z,¥,2) =1



) тіла, обмеженого поверхнями.
18.[image: image135.png]



[image: image530.png]z +y i
///zdzdydz, V: 22> T 25
v



19.[image: image136.png]2? 4
yl
+
23 =
= R?
, 220



 20.Знайти масу тіла,
21. Циліндра[image: image137.png]P+yt=r3,0<z<h



, якщо об'ємна густина в кожній точці циліндра пропорційна до квадрата відстані цієї точки від осі.
22. Сферичного шару[image: image138.png]2?3+ 2% > a?, ¥4+t + 27 < 4a?



, якщо густина в кожній точці обернено пропорційна відстані цієї точки від початку координат. 
23. Піраміди, утвореної площинами x+y+z= а, x = 0, у = 0, z = 0,
якщо густина в кожній точці дорівнює аплікаті цієї точки.
24.
Куба, якщо, в кожній точці об’ємна густина дорівнює сумі її відстаней від трьох граней цього куба, які проходять через задану його вершину.
25.Речовини, що заповнює спільну частину 2-х куль, [image: image139.png]z2+y’+zz S Rz



, [image: image140.png]2’ + 1y’ + 2 < 2Rz



 , якщо[image: image141.png]7(z,y,2)



пропорційна до відстані точки від площини Оху.
Знайти об'єм тіла, обмеженого поверхнями.
26.[image: image142.png]z=ln(z+2),2=ln(6-2),2=0,z+y=2,z2-y=2




27.[image: image143.png]P+l =2,82+1P=6-2,2>0



 28.[image: image144.png]B +yP=y 422 =y y=




8. Обчислити криволінійні інтеграли 1-го роду за дугою кривої l
1. [image: image531.png]JJf =55 Vi Pzeediestazo vz
1-23-y*




[image: image532.png]



2.
3.[image: image145.png]



4.[image: image146.png]


, l – дуга циклоїди[image: image147.png]z=t—gnt,y=1-coet,0<t< 2%




5.[image: image148.png]iy + 22
z? + 2 @



, l — перший виток гвинтової лінії [image: image149.png]z=acost,y=asint,z = at




6. [image: image150.png]


, l — верхня половина кола [image: image151.png]z = acosi,y = asnl




7.[image: image152.png]


, l — відрізок прямої від т. А(0;0) до т.B(4;3);
8.[image: image153.png][ (= 4 y)di



, l - відрізок прямої від т. Α(3;2) до B(4;4);
9.  [image: image154.png]


 , l- ламана OАB; O(0;0), А(2;О),В(4;2);
10.[image: image155.png][ @+



, l - відрізок прямої від т. А(0; 1) до т. 2?(2; 3);
11. [image: image156.png]


, l -парабола[image: image157.png]


від т. Л(0;0) до т. В(2;4);
12. [image: image158.png][eva



, l - дуга гіперболи[image: image159.png]z:cht,y:}-ht.oststo



;
13.[image: image160.png]/ VEHr g



, l - випуклий контур, обмежений кривими
[image: image161.png]p=0,p=0,p=x/4




14.[image: image162.png][ s



 , l - частина спіралі Архімеда [image: image163.png]


,
що лежить всередині круга р = R;
15. [image: image164.png][ VT, a4y =4
A



;
16.[image: image165.png]/zy dl



, l - дуга астроїди[image: image166.png]2=2cod®t,y
t,y&2en*t,0<t <



;
17. [image: image167.png]/(z—y)dl, l:2 + " = az
1



;
18. [image: image168.png]


;
19.[image: image169.png]/(z’-&-y’-&-z’)dl, l:a:::acost,y:asint,‘z:bt,ost521!'
1



; 
20.[image: image170.png]


, l - дуга параболи[image: image171.png]v'=2pz



, відтяті параболою [image: image172.png]#*=2py



;
21.[image: image173.png]/yzdl



, l - контур прямокутника[image: image174.png]


;
22.[image: image175.png]/ dl
ERVE R



, l - відрізок прямої вік т. A(0;0) до т. B(1;2);
23.[image: image176.png]3



 l - дуга півкубічної параболи[image: image177.png]- i
]



від т.[image: image178.png]A(3;2vB)




до т.[image: image533.png]/ f sin(++y)dzdvdz, V: z=0, y=0, z=0, z+y=r, z=2
Vv



;
24. [image: image179.png]


 l - ланцюгова лінія [image: image180.png]y=ach=
@ ch — (jz| < a)




25.[image: image181.png]/:v\/a:’ —12dl, (P +y") =a*(@ -7 (220)




( половина лемніскати Бернулі ) 26. [image: image182.png]/ (24/32' +v4/s) dl



, l – астроїда [image: image183.png]3/ 4 va/: — g3/?




27.[image: image534.png]y’
-
+




28.[image: image184.png]/(z’«i—}y’)’dl, l:z*+y* =49
7




9. Обчислити криволінійні інтеграли II-го роду за дугою кривої l.
1.[image: image185.png]ﬁ;’ - ﬁzz)dz :i‘i(?— 2z2z)dz

]



 l – дуга параболи[image: image186.png]



від т. А(-1; 1) до т. В(1; 1);
[image: image535.png]3=4—-y', z2=y"+2, z=-1, =2




2.  
l – відрізок прямої  AB, А(1;1;1), 

В(2;3;4);
3.[image: image187.png]zlz’ |
I/w <ty



,  l — верхня половина еліпса   x=2cos t і, у=sin t 
4.[image: image188.png]/ 2yzdy — yidz



, l- відрізок прямої OА,0(0;0),A(2;1);
5.[image: image189.png]/ 2zzdz—zdz
[



, l- дуга параболи[image: image190.png]


від т. О(0;0)
до т. A(2; 1);    ,
6. [image: image191.png]3 dy
dz—z
fous



, l - дуга параболи[image: image192.png]


від т. 0(0; 0)
до т. A(2; 1);
[image: image536.png]Il =55
WV Pyt +22a?, 220, 20, 220




І
7.  l- ламана ΟΒA, O(0;0), Β(2;0), A(2;1);
І
8. [image: image193.png]/coszdz — sinzdz
1



 l - відрізок прямої АВ, A(2; -2), В(-2; 2);
9.[image: image194.png]/ ydz + zdy



, l - чверть дуги кода радіуса R, що лежить у: І квадранті й проходиться за годинниковою стрілкою ; 10.[image: image195.png]zidy - ydz
Py




, l - дуга астроїди[image: image196.png]z|= cos’t,y = sin’ ¢t




від т. А(1;0) до т. В(0; 1);
[image: image537.png]///xzdidydz, V: 2+ <4, 2+ 21, z+y<8, 220
v




11. ;
12.[image: image197.png]/ yzdz+ 2/ R3-y3dy+zydz

t



, l - дуга кривої[image: image198.png]z=Rcost,y=Rsint"



,

[image: image199] , що проходиться від точки перетину цієї кривої з площиною z=0 до точки перетину її з площиною z=a;
13.[image: image200.png]Jeu=1z+ ey
! N



, l- відрізок прямої AB,A(1;0), В(0; 2);
14.[image: image201.png]/zy’dz + yzidz



, І- відрізок прямої АВ, A(0;0;0), B(-2;4;5);
15. [image: image202.png](z+ y)dz+ (2 - v)dv ,
22+, )

122+y2=02:




;
16.[image: image203.png]&
/ y(z - y)}k + zdy



, l- відрізок прямої ОА, O(0;0), Α(1;2);
[image: image538.png]2=z +?, z=2"+2°, y=12, y=2z z=1



17. , l - контур фігури, що обмежена 
лініями [image: image204.png]y =2’
=9




18.[image: image205.png]/ (zy - l)d‘f + Ziydy
f



, l - дуга параболи[image: image206.png]1z +9* =4




від т. A(1;0) до т, B(0;2);
19.[image: image207.png]/ v(z - y)dz + zdy
[}



, l - дуга кривої[image: image208.png]



від т. О(0; 0) до т. Л(1;2);
20.[image: image209.png]/ 2y sin 2zdz — cos 2zdy
l



, 1 - відрізок прямої
від т.[image: image210.png]A(x/4;2)



до т.[image: image211.png]B(x/6;1)



;
21. [image: image212.png]/z’udy - fy’d:c‘, l:z=+vcost,y= Vsint,0<t < x/2

1



;
22.[image: image213.png]/ (z?-y*)dz+zydy
¢



, l - відрізок прямої від т. А(1; 1) до т. В(3; 4);
23.[image: image214.png]s |&
< |



  l - чверть кола радіуса R, шо лежить у
І квадранті й проходиться проти годинникової стрілки;
24.[image: image215.png]/ z’ydz+1{3dy



, l - контур, що складається з частин парабол
[image: image216.png]z=y'y=p"



 і проходиться проти годинникової стрілки;
25.[image: image217.png]


, l - дуга еліпса[image: image218.png]z =cost,y = 2s8int




від т. A(1; 0) до т. В(0; 2);
26.[image: image219.png]/ y cos zdz+ sin zdy



, l - контур AВС: A(-1;0), B(0;2), C(2;0);
27.[image: image220.png]/ y(z—y)dz+zdy
{



, l - дуга кривої[image: image221.png]


від т. О(0; 0) до т. B(1;2); 28.[image: image222.png]/(z’-—y’)d.z+(z’+y’)dy, l:§+{;F1
{




10. Застосування криволінійних інтегралів. 

Знайти площу області D за допомогою криволінійного інтеграла.
1.[image: image223.png]D: z=acost, y=bsint




2. [image: image224.png]


;
3.[image: image225.png]D: z=acos’t, y=asin’t



 (астроїда); 4.[image: image226.png]D: z=a(2cost—cos2t), y=a(2sint—gin2t), 0<t<2x




[image: image539.png]P2+ =222+ =3



(кардіоїда);
5.
6·[image: image227.png]D: (z+y)*=az, y=0 (a>0)



ί
7. [image: image228.png]D: y=e*
D y=e =
, z+y=e’+2, =0, y=0Q



;
8.[image: image229.png]D: y=2% y=
y=2% y=10°% z4y-11=0




Знайти довжину дуги кривої l за допомогою криволінійного інтеграла.
*
9.
l - кардіоїда[image: image230.png]z=2acost—acost, y = 2a8int — asin2t



;
10. l - дуга ланцюгової лінії[image: image231.png]y:%(e’/“+et“/°),05w$a



;

11. l - крива[image: image232.png]z = cost, y = sin*t



;

12. l - дуга кривої[image: image233.png]z=elcost,y=-elsint, 0 <t <1



·,

13. l - дуга трактриси[image: image234.png]z =a(cost+Intg &),y = asint



 т. A(0;a) до
[image: image540.png]%;,Zdl, Ir—uopf-amnoi'nn z = a(i— sint); = a(1- cost),0<i<2x

{




т.  ;
14.l - дуга кривої[image: image235.png]y=In(1-2?),0<s<}




Знайти масу. 
15. Дуги параболи [image: image236.png]1 =2, (0<z< %)



якщо лінійна густина
[image: image237.png]p(z,v) =l



 
16. Дуги кривої[image: image238.png]


, якщо 
[image: image541.png]/ V&l + yidl, /l : @ = a(cost+isint),y = a(sint—1cost),0<t<2x
1




лінійна густина
17. Кардіоїди[image: image239.png]p = a(1+cos p)



, якщо[image: image240.png]p(P) = k./p



, де Ρ - довільна точка кардіоїди.
18. Дуги АВ кривої[image: image241.png]


, якщо[image: image242.png]p(z,y) = kz?, A(1;0), B(3;In3)




Знайти координати центра тяжіння.
19. Дуги однорідної кривої [image: image243.png]


від т. A(0;а) до т. B (b;h).
20. Дуги однорідної циклоїди [image: image244.png]z =a(t-sint),y=a(l —cost),0<t <«




21. Однорідної дуги кривої [image: image245.png]% =e'cost,y=e'sint, 7 =¢' (~o0 <t <0)




Знайти момент інерції.
22. Однорідного кола[image: image246.png]23 +
y? =
a?



відносно діаметра.
23. Частини однорідного кола радіуса 2, що лежить в І квадранті, відносно координатних осей і початку координат.
24. Однорідного кола[image: image247.png]2+



відносно точки к(1;0).
Знайти роботу сили [image: image248.png]


при переміщенні матеріальної точки вздовж лінії L від т. Μ до т. N.
25.[image: image249.png]F = (22 - 29)i + (3 — 22)}



; L - відрізок прямої, M(-4;0), N(0;2). 
[image: image542.png]


26.
27.[image: image250.png]F=yli-235;L: 22 +y? =9 (2> 0,y > 0), M(3;0), N(0;3)



 28.[image: image251.png]F=-zyi; L: y=sinz, M(x;0), N(0;0)




11. Знайти похідну скалярного поля[image: image252.png]u(z,y,2)



в точці[image: image253.png]


 в напрямку вектора[image: image254.png][~1]



.
1.[image: image255.png]v=(22+y? + 2P, a=1-34+Fk My(l31;1)




2.[image: image256.png]u=2zy- oy +23, a=2j-2k Mo(1;5;-2)




3.[image: image257.png]u = z(lny — arctg z)l,‘\\ a=8i+47+ 8k, Mo(-2;1; ‘1)



і
4.[image: image258.png]u =sin(z +2y) + VEVZ, 8 =4i+3j, Mo(x/2;37/2;3)



'
5·[image: image259.png]


;
6·[image: image260.png]u=2z—arctg (y+2), a=23j—4k, Mp(2:1:1)



;
7.[image: image261.png]u=z+ln(2+y?), a=-28+3-K M(2;1:1)



;
8. [image: image262.png]1 0.1.1)‘
? tS a = -'r ) ’ o(: ]
’
u-—yln(1+z) arc z, a 2 3 ZB M



і
9. [image: image263.png]u=In(3-2z%+ zﬁ, a=-1+2j-2k, Mo(1;3;2)




10.[image: image264.png]u=2"y?s—In(z~1), &@=5—6j+2v5k, My(1;1;2)



;
11.[image: image265.png]z+ .y

i
ad=
=2+ k
M,
0(4.' 1:
] ’-2)



;
12.[image: image266.png]u=2/zFy+yarctg 2z, &=4i-3k My(3;-21)



;
13.[image: image267.png]u=In(2®+y*)+2yz, a=7T-7+58, Mo(1;-1;2)



;
14.[image: image268.png]v=In(z+vy?+2?), &= -2i— 3+ k, Mo(1;-3;4)



;
Знайти кут між градівяташі скалярних подів
u(х, у, z) i v(x, у, z) в точці[image: image269.png]



15.[image: image270.png]_y?



;
16.[image: image271.png]


;
17.[image: image272.png]


 18.[image: image273.png]



19.[image: image274.png]+0y' +3VE2, Mo(v2

. lo 1
5 7)



;
20.[image: image275.png]2 v 71 2
u=—z—-yz-, v:3\/§2?-7§-—3\/§z” Mo\g;m‘/;)



;
[image: image543.png]/‘z= rdl, l:z'+y =16
/ v fi



21.[image: image276.png]_ 3, 1\/’3’
u = gy, v---2av'+3y2 272, Mo( Y 2)



; 
22.

23.[image: image277.png]%= —

v—
zydz’

\/iw’J[T-—G\/"z’ Mo(l



;
24.[image: image278.png]U= —
y V=

1 bf af
2z :
' M°(f vE f)





25.[image: image279.png]N
IS
-

V2
9y

2

4

u=2zyz, v



;
26.[image: image280.png]



27.[image: image281.png]


;
28.[image: image282.png]



12. Обчислити потік векторного поля[image: image283.png][~



. Нормаль зовнішня.
1. Через прямий круговий циліндр з висотою h, радіусом основи R (основа лежить в площині z = 0) та віссю симетрії Oz,[image: image284.png]8= gi+y)+k



.
2. Через сферу радіуса R з центром у початку координат,[image: image285.png]+

pirT



,

[image: image286.png]F=zi+yj+ 2k



.

3. Через частину поверхні[image: image287.png]z =z + ¢



, відтяту площиною z = 2,

[image: image288] 
4. Через бічну поверхню циліндра[image: image289.png]


, обмежену площинами [image: image290.png]2=0,z2=h>0,a=+ 2k




5. Через верхню сторону круга, що вирізається конусом [image: image291.png]z=\/z3 41




на площині[image: image292.png]z=h>0,a=|zi +yj + 2k




6. Через зовнішню сторону частини параболоїда[image: image293.png]2+ =97



,
розташовану в І октанті,[image: image294.png]B = 3zi — yj — 2k




7. Через частину площини[image: image295.png]20+ +2z=1



, розташовану в I октанті (нормаль утворює гострий кут з віссю 0z),[image: image296.png]8=z +yj+ 22k




8. Через частину площини 2x+3y+z=1, розташовану в I октанті
(нормаль утворює гострий кут з віссю Оz),[image: image297.png]



9. Через частину площини х+у+z=1, розташовану в I октанті
(нормаль утворює гострий кут з віссю Oz),[image: image298.png]d=zi+yj+ 2k




10. Через частину площини[image: image299.png]fF+y+z=1



, розташовану в І октанті

(нормаль утворює гострий кут з віссю 0z),[image: image300.png]‘6=d3+3zk




[image: image544.png]/ zdz+ydy-+(z+y—1)dz
1 i



Використовуючи формулу Остроградського - Гауса, обчисляти потік векторного поля a через замкнуту поверхню σ (нормаль зовнішня).
11.[image: image301.png]a=zi - 2yj + 3zk, o:{"'ﬂ”: z,
z2=2z



;
12.[image: image302.png]‘ - - =2-4(z? + M),
&= (22+y)j+ (y+22)k, “{;:4(:’23’) ;‘



;
13.[image: image303.png]3= (23 -32)i + (32 +22)] + (2 + y + 2)F, a:{



;
14. 
[image: image545.png]/ 2yzdy — y*dz



[image: image546.png]/ydx —~zdy, l:z=acost,y= bsint,‘O <t<2x
1



15.
16.
[image: image547.png]/ 2z(y ~- lﬁdz + z?dy
1



17.
[image: image548.png]Wle



18. 
[image: image549.png]In3); 2= “‘/_
B(5(1~1a3);



[image: image550.png]2y

b(z,y,3) = ~



19.
20.
21.[image: image304.png]


;
22.[image: image305.png]D+y?=1, =0,

a=azi— j :
A=Wtk o {z+,;_2y+3z=6



; -
23.[image: image306.png]3P +1, 2=0,

™N

ll

+
=S,

P

a=2z-y)j+(z -2k, é:*{

%

+v’

i



ї
24.[image: image307.png]


;
25.[image: image308.png]3=82 -2+ 2k, o: z+y=1,2=0,y=0,
J ! z:z’+y’,z=0




26.[image: image309.png]z=3—2(2,+v,),

a = 6zi ~ 2yj — zF, 0={zz=,z+yz, z2>0



;
27.[image: image310.png](y + 22)s — yj + 32k, o‘:{

z=9-§(z,+yz))
22_.__x2+y3’ 220



;
28.[image: image311.png]S

i + (2 + 2y)] + 2k, 0‘:{




13. Обчислити дивергенцію векторного поля a.
1.[image: image312.png]@=(zi+yj+2k)- Va? + 1 + 22



;
2.[image: image313.png]a=zn+yj)+ ek



 
[image: image551.png]Fzyi+zj;L: 222+’ =1 (y 2 0), M(-l-;O), N(-

1
7 79)




3.
4.[image: image314.png]& = grad (2? + arctg ﬁcy)



;
5.[image: image315.png]


;
6.[image: image316.png]


;
7. [image: image317.png]d=1xF, f:z?+yf+zl—:



;
8.[image: image318.png]d =grad /4 + :c’+a"



;
9.[image: image319.png]d=rot (jx7), F=zi+yj+zk



;
10.[image: image320.png]a = rot (g%yi + 77 -?— zk)



;
11.[image: image321.png]grad (in(1+ zzyﬁ))




12.[image: image322.png]a = grad (arctg -g + z)




13.[image: image323.png]a = rot (2 yz1 + 2y’ 2] + 2y2?k)



;
14.[image: image324.png]


;
15. [image: image325.png]3 = rot ((2? + Y+ (P2 +1)] + (yz + 1)k)



;
*
16.[image: image326.png]ad=2(y’ + 2) +y(2* + 2°)j + 2(2* + y*)k)



;
17.[image: image327.png]a=rot ((y" +2)i+ (' +2Yj+ (' + y)k)



;
18.[image: image328.png]d = grad (cos zyz — zy)




19.[image: image329.png]da=rot ((y—zh + (z - y)] + (z — 2)k)



 20.[image: image330.png]a=grad (\Vz? +y? + 27 +y)




21.[image: image331.png](1+\/z’+y’+ ’)-

zi+y) + 2k

24y + 22




22.[image: image332.png]i

rot(

Ty; _ *ig

yz

J+

z

k

)



;
23.[image: image333.png]~}

i

Ti+yi+z2zk
. oW =5

VvV +yr+ 22



;
24.[image: image334.png]é = grad (cos zyz + sin zy)



 25.[image: image335.png]a = rot (zyz(zi —~ yj + 2k))



 26.[image: image336.png]a@ = rot (i — 3j — 2k)arctg (z — y — z)



;
27.[image: image337.png]@ = grad (arctg % +In(z? + 2%))



 28.[image: image338.png]a =rot (y*% ~ 2?7 + k)




14. Знайти ротор векторного поля[image: image339.png]


.
1. [image: image340.png]d=(z+2)i+@W+2)i+(z2+p)k



;
2.[image: image341.png]=@ +yPi+ayzj+ (P + 2Nk

l




3.[image: image342.png]z+y1+zk



;
4.[image: image343.png]1 - -
a= -2-(—y2‘. + zzj)




5.[image: image344.png]a:-_ -:_ - 1
y'i - 225 + 2Pk e 4 U




6.[image: image345.png]a = (v, Yy, Vz)



;
7.[image: image346.png]& = (3y2;0; —y)



;
8.[image: image347.png]Ql

= zzk — yj



;
9.[image: image348.png]a=12"j - y'k + y2i



,
10.[image: image349.png]



11.[image: image350.png]a=(gradu)xb, w=y~2zz+2*, b=i+2j-3k



;
12. [image: image351.png]a= 51 X 62, 51 = —t;. 52 = .Z;t‘ﬂ— 32[7



;
13.[image: image352.png]


;
14.[image: image353.png]a= Zzyj—zjl-:‘



;
15.[image: image354.png]d=0b1 xby, by =2j—2zk, by =ai-yj+2ak



; 16.[image: image355.png]a=bx(gradu), b=3-2k u=azy:



 ;
17.[image: image356.png]a=zi‘—z’3+y’l’c



;
18.[image: image357.png]a=yz + 225 + zyk



;
19.[image: image358.png]d=bx(gradu), b=-z14+2j, u=zyz



 ;
20.[image: image359.png]a=(gradu)xb, u=2z>-2yz+3, b=i-2j+3k



;
21.[image: image360.png]d=by xby, by =-23, b3 == — 2] + zypk




Якою повинна бути функція f(х,у), щоб [image: image361.png]


?
22. [image: image362.png]a=(3zy;—f(z,0)) b= p(2 +F)



;
23.[image: image363.png]a=2z+ f(z,y)k; b= (25; —42;0)




Якою повинна бути функція f (х,y), щоб [image: image364.png]rot a=2>



?
24.[image: image365.png]= (yz; f(z,2);2y); b=k -1



;
25.[image: image366.png]=y + f(z,2)) —zk; b=1+ 5 + zk




Якою повинна бути функція /, щоб [image: image367.png]—

rotd=>



?
26.[image: image368.png]G=yzi+ f(z)] —zk; b=y) + (22 - 2)k




27.[image: image369.png]a=f(2)i+z2j -3k b=(-3-2)i+ 225+ zk



 28.[image: image370.png]= zs’+zf(y);—zy)5;l—1= 2 + z3




15. Обчислити циркуляцію векторного поля[image: image371.png]<1}



 вздовж лінії L.
1.[image: image372.png]a= (22 + )i+ (ys - 2)] - (2> + ")k



;

[image: image552.png]


[image: image553.png]2+y =2,
a=-2zi+zi+(z+ )k, 0:Q 2=20 447
z=10



L – коло 2.[image: image373.png]a = 2yl + yzj + z2k



, L - еліпс; 
[image: image554.png]@+ =1,
a=(y+z)?+(z—2y+z)}'+zﬁ, Ot{zzz’ v

z=0 ’



3.[image: image374.png]a= -2+ 27 + 2k



, L - еліпс;  
4.[image: image375.png]n
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+ zyj + yzk



, L - коло [image: image376.png]2+

—
———



        
5.[image: image377.png]a=(2zy-y)i+(2* +1)j



, L - коло [image: image378.png]


;
6.[image: image379.png]a=(z+yv2? + )i+ (y - 2V2* +12)j



, L - коло [image: image380.png]


;
7.[image: image381.png]d=(2+yV/22 + )i+ (y — 2/2% + ?)j



, L - коло  [image: image382.png]2+ =4



;
8.[image: image383.png]t~1]

(2 - ) + (2 + )7
J



, L- еліпс  [image: image384.png]



9.[image: image385.png]a=azt— 25+ 2k



, L - коло [image: image386.png]z=cost, 0 <t<2rx,
y = sint,
z=13




10.[image: image387.png]Zi:—a:’ < e
y:+w+zl_c



, L - коло;  [image: image388.png]?+y? =3 2=2




11.[image: image389.png]a=(y-20+(-y)J+k



, L - коло; [image: image390.png]P?+yt=12=1




12.[image: image391.png]


, L - коло;  [image: image392.png]y = 2sint,
z=1

»’

{zzzoost, 0<t<2n,




13.[image: image393.png]


, L - коло; [image: image394.png]2 +y' =3 2z=1




14.[image: image395.png]=1

= 621 — 2§ + zyk



, L - коло;   [image: image396.png]z=23cost, 0 <t <2nm,
y = 3sint,
z=1




15.[image: image397.png]G=21+2274+yb, L: {y=3sint,

z2=2cos8t — 3sint — 2

{:t:cost,ﬂ§t<21r,




16.[image: image398.png]1 (z=4cost, 0 << 2m,
8 = 4yi - 3zj + zk, E:i {y=4sint,
z=4(1 - cost - sint)




17.[image: image399.png]. ! 3
a=z+zyj+yk, L: {”_“‘”"”“
. 2=0
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19.[image: image400.png]L _ z=13cost, 0<t<2n,
a=zyi+zi+1v°k, L: y = sint,
z=1




20.[image: image401.png]_ _ z=2co8t, 0 <t<2x,
d=2i—2yj+2k, L: {y=3sint,
z="5




21.[image: image402.png](=1}

= ~2zyi + 2j + 2°k, L: {

T+ =16
z2=2 ’



;
22.[image: image403.png]d=(z+2)+(z~-y), L: Z+yP¥ =4



;
23.[image: image404.png]T 5 2 < . 3=3C08t,0$t<2ﬂ',
6= (2y -3+ (y'z+2)j, L: {y=2aint.



;
24.[image: image405.png]z=2co8%t, 0 <t<2m,

a=zyi +z3, L— 3 .
¥ t+z], acTpoliia {y = 2sin’,



; 
25. [image: image406.png]d=(z+3)i+(z-y)j, L: 22+ =9



 
26. [image: image407.png]= - z=23cost, 0 <t <2n
6=-yi+ej, L: {y=2sint: '




27. [image: image408.png]il

‘3‘:

+zyj+zk, L:

2+yt =16, 2=2



;
28. [image: image409.png]


, L - контур[image: image410.png]AAOB



, A(1;0), O(0;0), B(0;1).
16. Користуючись формулою Стокса, обчислити циркуляцію векторного поля[image: image411.png][~]]



за контуром L.
1. [image: image412.png]B=yi+z’j—zk, L: z*+¢°




[image: image556.png]


2. [image: image413.png]b:z?-i—ﬁ-i—yl}, L: 22+y =4, 2=0




3.
4. [image: image414.png]2 + P + 21 =16,
z=0,y=0,z=0
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5. [image: image415.png]a = y’i + 2%,

2+ =9,
Jy+4z=5
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7.[image: image417.png]2 +
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8.[image: image418.png]d=(z-22)i+(2+3y+ 2)j+ (52 +y)k




L – контур [image: image419.png]AABC



, A(1;0;0), B(0;1;0), C(0;0;1);
9.[image: image420.png]d=(2—-y+32)i+(y—3z+2)j+(z~-3y+2)k



, де L - лінія перетину
площини 2х + 3у + 6z - 3 = 0 з координатними площинами;
10.[image: image421.png]- - . wd .3 _ Pl
a=2y+5+2k, L: {z +0y = R,
z=




Користуючись формулою Гріна, обчислити циркуляцію векторного поля а за контуром L.
11.[image: image422.png]d=+/1+23+y2 ?+y[zy+ln(:c+\/1+z’+y’)}f, L: 2’ +y’=R?



;
12.[image: image423.png]d=(y+zy+(y—2)j, L: z+y=1,2=0,y=0



; 13.[image: image424.png]a=(z-y)i+2zyj, L: y==z,y=2°




14.[image: image425.png]<]}
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;
15.[image: image426.png]3z - y*
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16.[image: image427.png]&=(2z+3y)17+(3z—4y)§,\ L: 224y =6z +2



;
17. [image: image428.png]~1}
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;
18.[image: image429.png]a= coszcosy‘t‘—siny(ainx#t}cosy);, L: 22 +22 =2



;
19.[image: image430.png]Qi

]

z3 + y?



, L - контур ABCDEA, де
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А(2;1), B(1;2),C(3;3),D(5;2),E(4;1);
20.[image: image431.png]< 1]
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, L - контур[image: image432.png]AABC



, де
А(1;1), В(2;3), С(5;2).
Користуючись формулою Гріна, обчисляти інтеграли.
21.[image: image433.png]fL (? = P)de ~ (z - y)dy



, L — контур, утворений лініями
[image: image434.png]y:\/R’—z’, y=20




22.[image: image435.png]§ (=4 v (- ydy



,L- контур, утворений лініями

[image: image436]
23.[image: image437.png]f(x—i—y)dx—(z-—y)dy, L: 22+ =r*
L



;
24.[image: image438.png]fzzydz—zy’dy, L: @+ =R?
L



;
25.[image: image439.png]f(x + y)ldz — (2 + y¥)dy
L



, L — контур[image: image440.png]


, де
A(0;0), B(1;0), С(0;1);
26.[image: image441.png]f;; 2(z* + y*)dz + (z + y)’dy



, L- контур[image: image442.png]


, де
А(1;1),В(2;2),С(1;3); 27.[image: image443.png]f—z:c’udx+2¢y2dy, L: 22+ =9
L ‘




28.[image: image444.png]fi vl + é’dx + y(zy + n(z + /2 + y?))dy



, L- контур
прямокутника[image: image445.png]



17. Властивості векторних і скалярних полів. Перевірити, чи буде векторне поле[image: image446.png]Qi



потенціальним і соленоїдальним. У випадку потенціальності[image: image447.png]


 знайти його потенціал.
1.[image: image448.png]a=(z+ 7y%;y + 7zz;2 + Tzy)



;
2.[image: image449.png]a = (122 + yz; 12y + zz; 12z + zy)



;
3.[image: image450.png]a= (122 +yz; 12y + 22,12z + zy)



;
4.[image: image451.png]é = (z + 2yz;y + 2z2;z + 2xy)



;
5.[image: image452.png]d = (62 + 72y; 8y + Tzz;62 + Tzy)



;
6.[image: image453.png]= (8zy; 3z® - 2y;0)

I
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7 [image: image454.png]d = (10z — 3yz; 10y — 3zz;10z - 3zy)



·
8.[image: image455.png]d = (8z — Syz; 8y — bxz;8z — Szy)



;
9. [image: image456.png]& = (52 + 4yz; 5y + 422,52 + 4dzy)




10. [image: image457.png]i = (9z + 5yz; 9y + 5zz; 9z + Sxy)



;
11. [image: image458.png]@ = (3z - yz;3y — 22,3z — zy)



. 
12. [image: image459.png]a8 = {9z + 5zy; 9z + Szz; 9z + Hzy)



;
13. [image: image460.png]— Tzy)
14y — (22,42
a = (4 — Tyz; 4y



; 14.[image: image461.png]8=(z2+2yzy+ 222;2 + 22y)




Обчислити[image: image462.png](V,Vu)




15. [image: image463.png]u=z®4+2zy—y°



; 
16.[image: image464.png]


; 
17. [image: image465.png]u=2z2 4 2zyz



;
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;
19.[image: image467.png]u=e".
(zcosy — ysiny)




Обчислити[image: image468.png]vV x Vu




20.[image: image469.png]u =e*? - 52z

Y
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21.[image: image470.png]u=In(z? + ¢ + %)



;
22.[image: image471.png]u = e V¥ 4 3gy2?



;
23.[image: image472.png]u = z'yz’ 4 zy



; 
24.[image: image473.png]u = e*¥

+ zy=z



;
25.[image: image474.png]u=y2% 4yt 422



; 
26.[image: image475.png]u=z’+y’+z’




27. Знайти[image: image476.png]


, де[image: image477.png]


,[image: image478.png]u=ga°+y + 22




28. Довести, що[image: image479.png](V,V) = Au



і перевірити цю рівність на прикладі функції[image: image480.png]u=e*¥ 4 zp*z
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