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Випадкові події


РОЗДІЛ 2

ВИПАДКОВІ ПОДІЇ

ПРОСТІР ЕЛЕМЕНТАРНИХ ПОДІЙ. ВИПАДКОВІ ПОДІЇ

Розглядаємо випадкове явище (проводиться стохастичний експеримент). Множина, яка містить найбільш повну інформацію про всеможливі результати, називається простором елементарних подій і позначається 
[image: image1.wmf]W

. Нерозкладні результати називають елементарними подіями і позначаються 
[image: image2.wmf]i

w

.

Довільна підмножина з 
[image: image3.wmf]W

 або будь-який результат експерименту називається випадковою подією. Випадкові події прийнято позначати великими буквами латинського алфавіту. Якщо 
[image: image4.wmf],

i
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 то говорять, що елементарна подія 
[image: image5.wmf]i

w

 сприяє події 
[image: image6.wmf]A

.

Означення. Подія, яка в умовах даного стохастичного експерименту обов’язково відбудеться, називається достовірною подією і позначається 
[image: image7.wmf]U

.
Достовірну подію часто ототожнюють з простором елементарних подій.

Означення. Подія, яка в умовах стохастичного експерименту відбутися не може, називається неможливою подією і позначається 
[image: image8.wmf]V

.
Означення. Об’єднанням (сумою) подій 
[image: image9.wmf]A

 та 
[image: image10.wmf]B

 називається подія 
[image: image11.wmf]AB

È

 (
[image: image12.wmf]AB

+

), яка містить усі елементарні події, які входять або в подію 
[image: image13.wmf]A

, або в подію 
[image: image14.wmf]B

.
Означення. Перетином (добутком) подій 
[image: image15.wmf]A

 та 
[image: image16.wmf]B

 називається подія 
[image: image17.wmf]AB
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 (
[image: image18.wmf]AB

×

), яка містить усі елементарні події, які входять і в подію 
[image: image19.wmf]A

, і в подію 
[image: image20.wmf]B

.
Означення. Різницею подій 
[image: image21.wmf]A

 та 
[image: image22.wmf]B

 називається подія 
[image: image23.wmf]\

AB

, яка містить усі елементарні події, які входять в подію 
[image: image24.wmf]A

 і не входять в подію 
[image: image25.wmf]B

.

Означення. Подія, яка складається з усіх елементарних подій, які не входять у подію 
[image: image26.wmf]A

, називається протилежною до події 
[image: image27.wmf]A

 і позначається 
[image: image28.wmf]A

.
Означення. Якщо довільна елементарна подія, яка входить в подію 
[image: image29.wmf]A

, належить події 
[image: image30.wmf],

B

 то говорять, що подія 
[image: image31.wmf]A

 міститься в події 
[image: image32.wmf]B

 і позначають 
[image: image33.wmf].

AB

Ì


Означення. Якщо 
[image: image34.wmf]AB
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 і 
[image: image35.wmf]BA

Ì

, то говорять, що події 
[image: image36.wmf]A

 і 
[image: image37.wmf]B

 є рівними і записують це так 
[image: image38.wmf]AB
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Означення. Події 
[image: image39.wmf]A

 і 
[image: image40.wmf]B

називаються несумісними, якщо вони не містять однакових елементарних подій.

Означення. Події, які мають однакові шанси відбутись, називають рівноможливими.

Властивості дій над подіями:

1. Комутативність: 
[image: image41.wmf]ABBA
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, 
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2. Асоціативність:
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[image: image44.wmf]()()

ABCABC

=

IIII

.

3. Дистрибутивність:


[image: image45.wmf]()()()
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[image: image46.wmf](()()()
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4. Правила де Моргана: 
[image: image47.wmf]ABAB
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[image: image49.wmf]AAA
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[image: image50.wmf]AAA
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6. 
[image: image51.wmf]A
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[image: image53.wmf]AA
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8. 
[image: image55.wmf]AA
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[image: image56.wmf]AA
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9. 
[image: image57.wmf]AA
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КЛАСИЧНЕ ОЗНАЧЕННЯ ЙМОВІРНОСТІ

Розглядаємо випадкове явище із скінченною кількістю елементарних подій, які є рівноможливими. Відомо, що подія 
[image: image58.wmf]A

 спостерігається у ньому. Кількість усіх елементарних подій будемо позначати через 
[image: image59.wmf]W

, а кількість елементарних подій, що сприяють події 
[image: image60.wmf]A

 – через 
[image: image61.wmf]A

.

Означення. Ймовірністю події 
[image: image62.wmf]A

 називають невід’ємне число 
[image: image63.wmf]()

PA

, яке дорівнює відношенню кількості елементарних подій, що сприяють події 
[image: image64.wmf]A

, до кількості усіх елементарних подій, тобто


[image: image65.wmf]()
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.
Властивості ймовірностей.

Безпосередньо із означення випливають такі властивості:

1. 
[image: image66.wmf]()1.
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Доведення.

[image: image67.wmf](
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Властивість доведена.

2. 
[image: image68.wmf]0()1.

PA

££


Доведення.
Очевидно, що кількість елементарних подій, що сприяють події 
[image: image69.wmf]A

 є не більшою, ніж кількість усіх елементарних подій, тобто 


[image: image70.wmf]0
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Тому
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Властивість доведена.

3. 
[image: image72.wmf]()0
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Доведення.
Якщо подія неможлива, то кількість елементарних подій, що їй сприяють дорівнює 0. Тому 
[image: image73.wmf]()0
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Властивість доведена.

4. Якщо події 
[image: image74.wmf]A

 та 
[image: image75.wmf]B

 несумісні, то 
[image: image76.wmf]()()().
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Доведення.
Якщо події [image: image77.wmf]A

 та 
[image: image78.wmf]B

 несумісні, то 


[image: image79.wmf]ABAB
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Тому
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Властивість доведена.

5. Якщо 
[image: image81.wmf],
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 то 
[image: image82.wmf]()().
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Доведення.
Якщо 
[image: image83.wmf],
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 то 
[image: image84.wmf]AB
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. Отже,
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Властивість доведена.

6. Якщо 
[image: image86.wmf],
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 то 
[image: image87.wmf](\)()().
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Доведення.
Якщо 
[image: image88.wmf],
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 то 
[image: image89.wmf](
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. Очевидно, що події 
[image: image90.wmf]A

 та 
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 несумісні, тому
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Звідси маємо
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Властивість доведена.

7. Якщо події 
[image: image94.wmf]A

 та 
[image: image95.wmf]B

 довільні, то


[image: image96.wmf]()()()().
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Доведення.
Якщо події 
[image: image97.wmf]A

 та 
[image: image98.wmf]B

 довільні, то об’єднання подій 
[image: image99.wmf]A

 та 
[image: image100.wmf]B

 можна подати у вигляді:
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Очевидно, що 
[image: image102.wmf]\

AB

 та 
[image: image103.wmf]AB
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 не перетинаються і 
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 та 
[image: image105.wmf]AB

I

 не перетинаються. З другого боку,
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Тому,
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Отже,
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[image: image112.wmf](
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Властивість доведена.

8. 
[image: image113.wmf]()1()
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Доведення.
Очевидно, простір елементарних подій може бути представленим у вигляді об’єднання двох подій, які не перетинаються 
[image: image114.wmf]AA
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Тому


[image: image115.wmf](
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[image: image117.wmf](
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Властивість доведена.

Приклад. Двічі підкидають гральний кубик. Знайти ймовірності таких подій:


[image: image118.wmf]A

 – “2” випала рівно два рази;


[image: image119.wmf]B

 – “2” випала рівно один раз;


[image: image120.wmf]C

 – жодного разу не випала “2”;


[image: image121.wmf]D

 – хоча б один раз випала “2”;


[image: image122.wmf]E

 – сума очок, яка випала є не більшою ніж 5;


[image: image123.wmf]F

 – обидва рази випала однакова кількість очок;


[image: image124.wmf]K

 – обидва рази випала різна кількість очок;


[image: image125.wmf]L

 – перший раз випала більша кількість очок, ніж другий раз.

Розв’язування. Простором елементарних подій є набір упорядкованих пар 
[image: image126.wmf](

)

,

ij

, де 
[image: image127.wmf]i

 – кількість очок, яка випала перший раз, 
[image: image128.wmf]j
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 кількість очок, яка випала другий раз. За правилом добутку в комбінаториці кількість елементарних подій дорівнює 
[image: image129.wmf]6636
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[image: image130.wmf]A

: Події 
[image: image131.wmf]A

 сприяють ті елементарні події, у яких 
[image: image132.wmf]2
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. Лише у одної елементарної події є дві двійки 
[image: image134.wmf](
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 Тому 
[image: image135.wmf]1.
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 І, відповідно,
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[image: image137.wmf]B

: Події 
[image: image138.wmf]B

 сприяють ті елементарні події, у яких рівно одна двійка: або на першому або на другому місці. Тобто маємо елементарні події вигляду 
[image: image139.wmf](
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 або 
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[image: image141.wmf]{
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 Тому за правилами додавання і добутку в комбінаториці 
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[image: image144.wmf]:

C

 Події 
[image: image145.wmf]C

 сприяють ті елементарні події, у яких немає двійок. Тобто 
[image: image146.wmf]{
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 Їх кількість за правилом добутку в комбінаториці дорівнює 
[image: image147.wmf]5525.
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[image: image148.wmf](

)

25

.

36

C

PC

==

W



[image: image149.wmf]:
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 Подія 
[image: image150.wmf]D

 є протилежною до події 
[image: image151.wmf]C

. Тому
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Даний результат можна отримати ще двома способами.

По-перше, 
[image: image153.wmf],
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 причому події 
[image: image154.wmf]A

 і 
[image: image155.wmf]B

 є несумісними. Тому 
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З іншого боку, якщо двійка повинна випасти хоча б один раз, то вона може випасти або перший раз або другий раз. Нехай подія 
[image: image157.wmf]1
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 полягає в тому, що двійка випала при першому підкиданні грального кубика, подія 
[image: image158.wmf]2
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 – двійка випала при другому підкиданні. Зауважимо, що ці події не є несумісними, а 
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[image: image161.wmf]:
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 Сума очок не перевищує 5. Розглянемо усі елементарні події, які сприяють цій події.
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Їх кількість дорівнює 10, тобто 
[image: image163.wmf]10
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[image: image165.wmf]:
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 Якщо обидва рази випала однакова кількість очок, то елементарні події, які сприяють цій події можна представити так 
[image: image166.wmf](
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[image: image168.wmf]:
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 Подія 
[image: image169.wmf]K

 є протилежною до події 
[image: image170.wmf].

F

 Тому
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[image: image172.wmf]:
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 Якщо випаде різна кількість очок, то можливі такі варіанти: перший раз випаде більше очок, ніж другий і навпаки. Зауважимо, що кількість елементарних подій, які сприяють першому варіанту, дорівнює кількості елементарних подій, які сприяють другому варіанту. Тому 
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Приклад. (Схема без повернення). У ящику знаходиться 10 білих і 15 червоних куль. Навмання виймають 7 куль. Знайти ймовірності таких подій:


[image: image174.wmf]A

 – серед вийнятих куль буде рівно 3 білі;


[image: image175.wmf]B

 – серед вийнятих куль буде не менше трьох білих куль;


[image: image176.wmf]C

 – серед вийнятих куль буде менше, ніж дві білі кулі;


[image: image177.wmf]D

 – серед вийнятих куль не буде білої кулі;


[image: image178.wmf]E

 – серед вийнятих куль буде хоча б одна біла куля;


[image: image179.wmf]F

 – всі кулі будуть одного кольору;


[image: image180.wmf]G

 – серед вийнятих куль будуть кулі обох кольорів.

Розв’язування. Очевидно, що загальна кількість усіх елементарних подій дорівнює кількості усіх 7-елементних підмножин множини, яка містить 
[image: image181.wmf]101525
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 елементів, які розрізняються. У даному випадку кулі вважаються елементами, які розрізняються між собою. Тому


[image: image182.wmf]7
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[image: image183.wmf]A

: Тут вибирається 3 кулі білого кольору. Тоді кількість червоних куль буде дорівнювати 4. За правилом добутку в комбінаториці маємо 
[image: image184.wmf]34
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[image: image188.wmf]B

: Кількість білих куль може бути або 3, або 4, або 5, або 6, або 7. За правилом додавання в комбінаториці
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[image: image191.wmf]C

: Кількість білих куль може бути або 1 або 0, тому за правилом додавання в комбінаториці 
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[image: image194.wmf]D

: У даному випадку кількість білих куль – 0. Отже,
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[image: image197.wmf]E

: Якщо має бути хоча б одна біла куля, то кількість білих куль може бути або 1, або 2, ..., або 7 і неможливим є лише варіант, коли немає білих куль. Очевидно, що подія 
[image: image198.wmf]E

 є протилежною до події 
[image: image199.wmf]D

:
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[image: image201.wmf]F

: Якщо всі кулі одного кольору, то кулі можуть бути або білими або червоними. Тому
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[image: image204.wmf]G

: Подія 
[image: image205.wmf]G

 є протилежною до події 
[image: image206.wmf]F

. Тому
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або з другого боку
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Приклад. У ліфт 20-поверхового будинку на першому поверсі зайшло 7 пасажирів. Знайти ймовірності таких подій:


[image: image210.wmf]A

 – всі пасажири вийдуть на різних поверхах;


[image: image211.wmf]B

 – принаймні два пасажири вийдуть на одному і тому ж поверсі;


[image: image212.wmf]C

 – всі пасажири вийдуть на 4-му поверсі;


[image: image213.wmf]D

 – всі пасажири вийдуть на одному і тому ж поверсі;


[image: image214.wmf]E

 – принаймні два пасажири вийдуть на різних поверхах;


[image: image215.wmf]F

 – рівно два пасажири вийдуть на 5 поверсі;


[image: image216.wmf]G

 – рівно два пасажири вийдуть на 5 поверсі, а три пасажири на 10-му;


[image: image217.wmf]K

 – рівно два пасажири вийдуть на 5-му, три – на 10-му, два на 15-му. 

Розв’язування. Кожен пасажир може вийти на одному з 19 поверхів. Кожному з пасажирів можна поставити у відповідність номер поверху, на якому він вийде, тому
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[image: image219.wmf]A

: Перший пасажир може вийти на одному з 19 поверхів, тоді другий лише на одному з 18, третій – на одному з 17, ..., сьомий – на одному з 13 поверхів. Очевидно, що 
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[image: image222.wmf]B

: Якщо принаймні два пасажири повинні вийти на одному і тому ж поверсі, то подія 
[image: image223.wmf]B

 є протилежною до події 
[image: image224.wmf]A

:
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[image: image226.wmf]C

: Якщо всі пасажири повинні вийти на 4 поверсі, то це означає, що кожен з них має лише одну можливість і, відповідно,
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[image: image229.wmf]D

: Якщо всі пасажири повинні вийти на одному і тому ж поверсі, тоді кількість елементарних подій, які сприяють цій подій дорівнює кількості поверхів, на яких можуть вийти ці пасажири і дорівнює 19, тобто
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[image: image232.wmf]E

: Очевидно, що подія 
[image: image233.wmf]E

 є протилежною до події 
[image: image234.wmf]D

, тому
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[image: image236.wmf]F

: Спочатку вибираємо двох пасажирів з 7, які вийдуть саме на 5 поверсі. Залишиться 5 пасажирів і 18 поверхів, на яких ті можуть вийти. Тому
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[image: image239.wmf]G

: Спочатку вибираємо двох пасажирів, які вийдуть на 5 поверсі, далі трьох пасажирів, які вийдуть на 10 поверсі. Двоє пасажирів, які залишились, можуть вийти на одному із 17 поверхів. Значить
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[image: image242.wmf]K

: У порівнянні з попереднім випадком два пасажири, які залишились, можуть вийти лише на 15 поверсі. Отже,
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Приклад. (Схема з поверненням). У ящику міститься 10 білих і 15 червоних куль. Витягаємо кулю, фіксуємо її колір і кладемо назад в ящик. Цю процедуру повторюємо 5 разів. Знайти ймовірності таких подій:


[image: image245.wmf]A

 – біла куля зустрінеться рівно 2 рази;


[image: image246.wmf]B

 – біла куля зустрінеться не менше двох разів;


[image: image247.wmf]C

 – біля куля не зустрінеться жодного разу;


[image: image248.wmf]D

 – хоча б один раз зустрінеться біла куля.

Розв’язування. Кожен раз ми можемо вийняти одну із 25 куль, які ми вважаємо елементами, що розрізняються. Тому
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[image: image250.wmf]A

: Два рази ми повинні зафіксувати появу білої кулі, значить, відповідно 3 рази ми повинні зафіксувати появу червоної кулі. Але порядок появи куль за кольором є довільним, тому
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[image: image253.wmf]B

: Ми повинні білу кулю зафіксувати не менше двох разів, тобто або 2, або 3, або 4, або 5. Тому, використовуючи попередні судження, отримаємо 
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[image: image255.wmf]C

: Ми повинні фіксувати лише червоні кулі, тому
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[image: image257.wmf]D

: Очевидно, що подія 
[image: image258.wmf]D

 є протилежною до події 
[image: image259.wmf]C

, тому 
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СТАТИСТИЧНЕ ОЗНАЧЕННЯ ЙМОВІРНОСТІ

Не завжди можна врахувати всі сторони у спостереженні випадкового явища для визначення ймовірності даної події 
[image: image262.wmf]A

.

Враховуючи те, що випадкове явище характеризується масовістю, до проблеми визначення ймовірності події 
[image: image263.wmf]A

 можна підійти з іншої сторони. Нехай випадкове явище спостерігається 
[image: image264.wmf]n

 разів. При цьому подія 
[image: image265.wmf]A

 відбулась рівно 
[image: image266.wmf]m

 разів. Число 
[image: image267.wmf]m

 називатимемо частотою появи події 
[image: image268.wmf]A

, а відношення 
[image: image269.wmf]()
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 – відносною частотою появи події 
[image: image270.wmf]A

.

Тоді ймовірністю події 
[image: image271.wmf]A

 будемо називати число
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Одним із прикладів статистичної ймовірності є ймовірність народження хлопчика. Згідно з логічними припущеннями, ймовірність народження хлопчика повинна дорівнювати 1/2, але за статистичними даними вона виявляється рівною 0,514. 

ГЕОМЕТРИЧНІ ЙМОВІРНОСТІ

Розглядаємо деяку скінченну область 
[image: image273.wmf]G

 у 
[image: image274.wmf]n

-вимірному просторі (
[image: image275.wmf]1,2,3

n

=

) і деяку її підмножину 
[image: image276.wmf]D

. Стохастичний експеримент полягає в тому, що вибираємо навмання довільну точку області 
[image: image277.wmf],

G

 випадкова подія 
[image: image278.wmf]A

 – точка виявиться у підмножині 
[image: image279.wmf].

D

 Вважаємо, що області 
[image: image280.wmf]G

 і 
[image: image281.wmf]D

 є вимірними. Мірою тут є довжина у одновимірному випадку, площа у двовимірному випадку і об’єм у тривимірному випадку. Істотними є припущення, що всі точки області 
[image: image282.wmf]G

 є рівноможливими, тобто шанси вибрати підмножини однакової міри є однаковими.

Тоді ймовірністю події А буде відношення міри області 
[image: image283.wmf]D

 до міри області 
[image: image284.wmf]G

. Міру області 
[image: image285.wmf]D

 будемо позначати 
[image: image286.wmf]A

, міру області 
[image: image287.wmf]G

 – 
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, а 
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Приклад. На відрізку 
[image: image290.wmf]AB

 довжиною 
[image: image291.wmf]l

 навмання вибрано точку. Знайти ймовірність того, що довжина меншої частини не менша, ніж 
[image: image292.wmf]/3

l

.

Розв’язування. Менша частина має довжину, що не перевищує 
[image: image293.wmf]/2

l

. Тому 
[image: image294.wmf]/2

l

W=

.

Якщо довжина меншої частини не менша, ніж 
[image: image295.wmf]/3,
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 то вона повинна міститись в межах 
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. А довжина цієї частини дорівнює 
[image: image297.wmf]/2/3/6
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Нехай подія 
[image: image298.wmf]C

 полягає в тому, що довжина меншої частини не менша за 
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Отже, 
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Приклад. На відрізку 
[image: image302.wmf]AB

 довжиною 
[image: image303.wmf]l

 навмання вибрано точки 
[image: image304.wmf]C

 і 
[image: image305.wmf]D

. Знайти ймовірність того, що відстань 
[image: image306.wmf]/3
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Розв’язування. Нехай подія 
[image: image307.wmf]F

 полягає в тому, що 
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CDl

£

.

Позначимо через 
[image: image309.wmf]x

 довжину відрізка 
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, а через 
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 – довжину відрізка 
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. Тоді
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Графічно простір елементарних подій можна зобразити так
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Тоді 
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Опишемо подію 
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. Якщо 
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що еквівалентно
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Зобразимо графічно
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Отже, 
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 і, відповідно маємо 
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Приклад. Розглядаємо квадратне рівняння 
[image: image326.wmf]2
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. Відомо, що 
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. Знайти ймовірність того, що корені цього квадратного рівняння є дійсними і різними.

Розв’язування. Нехай подія 
[image: image329.wmf]A

 полягає в тому, що корені квадратного рівняння є дійсними і різними.

У даному випадку довільними є два параметри 
[image: image330.wmf],

pq

, для яких виконується умова 
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. Отже, простором елементарних подій є прямокутник у декартовій системі координат 
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pq

, де 
[image: image334.wmf][

]

1;1

p

Î-

, 
[image: image335.wmf][

]

1;4

q

Î-

.

[image: image336.wmf]p

1

-1

q

-1

4



[image: image337.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

114110

W=--×--=

.

Для того, щоб корені квадратного рівняння були дійсними і різними необхідно, щоб дискримінант був додатнім. У даному випадку
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Зобразимо графічно область, що сприяє події 
[image: image339.wmf]A
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Очевидно, що
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І, нарешті, 
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АКСІОМАТИКА ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ

Розглядаємо деяке випадкове явище і простір елементарних подій, пов’язаний з цим випадковим явищем.

Означення. Сукупність підмножин 
[image: image345.wmf]F

 з 
[image: image346.wmf]W

 називається 
[image: image347.wmf]s-

алгеброю, якщо виконуються такі умови:

F1. 
[image: image348.wmf]WÎ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image349.wmf]F

;

F2. Якщо 
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, то 
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F3. Для послідовності подій 
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Означення. Говорять, що на 
[image: image360.wmf]s-

алгебрі 
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 задано розподіл ймовірностей, якщо кожній події 
[image: image362.wmf]A



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image363.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image364.wmf]F

 однозначно поставлено у відповідність число 
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, так, що виконуються умови :

P1. 
[image: image367.wmf](

)

0

PA

³

;

P2. 
[image: image368.wmf](

)

1

P

W=

;

P3. Якщо події 
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 є попарно несумісні, то
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Сукупність трьох об’єктів 
[image: image372.wmf](
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 називається ймовірнісним простором, а умови F1-F3, P1-P3 – аксіомами теорії ймовірностей.

Умовні ймовірності

Нехай 
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 – ймовірнісний простір, 
[image: image374.wmf]()0
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Означення. Умовною ймовірністю події 
[image: image377.wmf]A

 за умови, що подія 
[image: image378.wmf]B

 відбулась, називають
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Властивості:

1. 
[image: image380.wmf]0(|)1
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4. Якщо 
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 – послідовність попарно несумісних випадкових подій, то 
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Формула множення ймовірностей. Якщо 
[image: image386.wmf](
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Приклад. Двічі підкидають гральний кубик. Знайти ймовірність того, що хоча б один раз випаде шістка, якщо відомо, що сума очок, яка випала, дорівнює восьми.

Розв’язування. Нехай подія 
[image: image389.wmf]A

 полягає в тому, що хоча б один раз випала шістка, подія 
[image: image390.wmf]B

 – сума очок при двох киданнях дорівнює 8. Очевидно, 
[image: image391.wmf]6636
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Крім того,
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а тому 
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Приклад. Студент прийшов на залік, знаючи лише 24 питання з 30. Яка ймовірність скласти залік, якщо після відмови відповісти на питання викладач задає ще одне питання.

Розв’язування. Нехай подія 
[image: image398.wmf]A

 полягає в тому, що студент здав залік. Студент може скласти залік у двох випадках. У першому він знає відповідь на перше питання викладача – подія 
[image: image399.wmf]1
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. У другому – перше питання не знає, але знає відповідь на друге – подія 
[image: image400.wmf]12
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 (подія 
[image: image401.wmf]2
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 полягає в тому, що студент знає відповідь на друге питання).
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Приклад. Дано: 
[image: image405.wmf](
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Розв’язування. За формулою умовної ймовірності маємо
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тому 
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Ймовірність протилежної події
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Для довільних подій 
[image: image413.wmf]E
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 справедлива рівність
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Оскільки події 
[image: image416.wmf]F
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 несумісні, то несумісними є і події 
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ФОРМУЛА ПОВНОЇ ЙМОВІРНОСТІ

Розглядаємо деяке випадкове явище та ймовірнісний простір, пов’язаний з цим випадковим явищем 
[image: image422.wmf](
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. Нехай 
[image: image423.wmf]A
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Означення. Події 
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 утворюють повну групу подій, якщо виконуються такі умови:
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Теорема (формула повної ймовірності).
Якщо події 
[image: image434.wmf]1
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 утворюють повну групу подій, 
[image: image437.wmf]A

 – довільна подія, тоді:
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Доведення.
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[image: image440.wmf](
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Формула Байєса. За умов попередньої теореми
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Доведення. За формулою множення ймовірностей

[image: image442.wmf](
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З останньої рівності виражаємо 
[image: image443.wmf](
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Приклад. В коробці знаходиться 10 куль, кожна з яких може бути або білою, або чорною. Всі гіпотези про кількість білих і чорних куль в ящику рівноймовірні. З коробки вийняли кулю, яка виявилась білою (подія 
[image: image445.wmf]A

). Знайти ймовірність того, що в коробці було 5 білих і 5 чорних куль.
Розв’язування. Позначимо через 
[image: image446.wmf]0
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 гіпотезу про те, що в коробці знаходиться 0 білих і 10 чорних куль, 
[image: image447.wmf]1
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 – гіпотезу про те, що в коробці знаходиться 1 біла і 9 чорних куль, ..., 
[image: image448.wmf]10
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 – гіпотезу про те, що в коробці знаходиться 10 білих і 0 чорних куль.

Оскільки всі гіпотези рівноможливі, то
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За формулою повної ймовірності
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Далі використовуємо формулу Байєса
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Ми повинні знайти умовну ймовірність для гіпотези 
[image: image454.wmf]5
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Приклад. У магазин надходять однакові прилади з трьох заводів, причому з першого заводу надходить продукції в два рази більше, ніж з другого і в три рази більше, ніж з третього. Ймовірність браку продукції першого заводу дорівнює 0,01, другого – 0,02, третього – 0,03. Знайти ймовірність того, що навмання куплений в магазині прилад буде бракованим.

Прилад, куплений в магазині, виявився бракованим. Знайти ймовірність того, що він виготовлений на другому заводі.

Розв’язування. Нехай подія 
[image: image456.wmf]A

 полягає в тому, навмання куплений в магазині прилад буде бракованим, подія 
[image: image457.wmf]1
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 – прилад виготовлений на першому заводі, 
[image: image458.wmf]2
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 – прилад виготовлений на другому заводі, 
[image: image459.wmf]3
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 – прилад виготовлений на третьому заводі.

Для знаходження ймовірності подій 
[image: image460.wmf]i
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, позначимо через 
[image: image462.wmf]6

x

 кількість приладів, які надійшли в магазин з першого заводу, тоді з другого заводу надійшло 
[image: image463.wmf]3
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 приладів, а з третього – 
[image: image464.wmf]2
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 приладів. Тому, очевидно, 
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З умови задачі маємо
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За формулою повної ймовірності
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За формулою Байєса знаходимо
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НЕЗАЛЕЖНІ ПОДІЇ

У ймовірнісному просторі розглядаємо події 
[image: image474.wmf]A

 та 
[image: image475.wmf]B

 з 
[image: image476.wmf]F

.

Означення. Події 
[image: image477.wmf]A

 та 
[image: image478.wmf]B

 називаються незалежними, якщо
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Властивості незалежних подій:

1. Якщо події 
[image: image480.wmf]A

 та 
[image: image481.wmf]B

 є незалежними, то 
[image: image482.wmf](|)()
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Доведення.

За формулою множення ймовірностей
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З іншого боку, якщо події 
[image: image484.wmf]A

 та 
[image: image485.wmf]B

 незалежні, то
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Тому маємо
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[image: image488.wmf](
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Властивість доведена.

2. Якщо події 
[image: image489.wmf]A

 та 
[image: image490.wmf]B

 є незалежними, то пари подій 
[image: image491.wmf]A

 та 
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[image: image493.wmf]A
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, 
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 та 
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 є також незалежними.

Доведення.

Очевидно, що
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і події 
[image: image498.wmf]AB

I

 та 
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 є несумісними, тому маємо


[image: image500.wmf](

)

(

)

(

)

PAPABPAB

=+

II

,

а, отже,
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[image: image502.wmf](
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Властивість доведена.

3. Якщо 
[image: image503.wmf]1
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 і 
[image: image504.wmf]B

 є незалежними, 
[image: image505.wmf]2
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 і 
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 є незалежними, 
[image: image507.wmf]1
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 і 
[image: image508.wmf]2
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 є несумісними, то 
[image: image509.wmf]12
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 є незалежними.

Доведення.
Оскільки події 
[image: image511.wmf]1
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 і 
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 є незалежними, то
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Аналогічно, якщо події 
[image: image514.wmf]2
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 і 
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 є незалежними, то


[image: image516.wmf](

)

(

)

(

)

22

PABPAPB

=

I


і якщо 
[image: image517.wmf]12
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 і 
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 є незалежними, то
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Якщо події 
[image: image520.wmf]1
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 і 
[image: image521.wmf]2
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 є несумісними, то
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Переходимо безпосередньо до доведення. При переході від першого виразу до другого буде використовуватись властивість дистрибутивності для подій, а при переході від другого виразу до третього – така властивість: якщо множини є неперетинними, то будь-які підмножини цих множин також не перепинаються. Далі використовується незалежність множин 
[image: image523.wmf]1
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 і 
[image: image524.wmf]B
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[image: image525.wmf]2
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 і 
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. Потім винесемо за дужки 
[image: image527.wmf](
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. І, нарешті, використаємо несумісність 
[image: image528.wmf]1
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 і 
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[image: image532.wmf](
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Властивість доведена.

Приклад. Із сімей, у яких троє дітей, навмання вибрано одну. Подія 
[image: image533.wmf]A

 – в сім’ї є хлопчик і дівчинка, подія 
[image: image534.wmf]B

 – в сім’ї не більше ніж одна дівчинка. Перевірити чи події 
[image: image535.wmf]A

 і 
[image: image536.wmf]B

 є незалежними.

Розв’язування. Довільній елементарній події можна поставити у відповідність впорядковану трійку букв. Кожна буква може набувати одне з двох значень Х або Д. Якщо старшим в сім’ї є хлопчик, то першою буде стояти буква Х, якщо середньою в сім’ї є дівчинка, то другою буде стояти буква Д і т.д. Тому простір елементарних подій можна подати так


[image: image537.wmf]{

}

ХХХ, ХХД, ХДХ, ХДД, ДХХ, ДХД, ДДХ, ДДД

W=

.

Відповідно подію 
[image: image538.wmf]A

 –
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а подію 
[image: image540.wmf]B
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Переходимо до знаходження ймовірностей подій 
[image: image542.wmf]A

, 
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Отже,
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Переходимо до події 
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Отже,
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Описуємо подію 
[image: image552.wmf]{
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Очевидно, що 
[image: image553.wmf](
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Далі перевіряємо умову незалежності.
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Отже, 
[image: image556.wmf](
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, а тому події 
[image: image557.wmf]A

 та 
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 є незалежними. ■

Розглядаємо події 
[image: image559.wmf]1
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Означення. Події 
[image: image560.wmf]12
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 будемо називати попарно незалежними, якщо для будь-якої пари індексів 
[image: image561.wmf]1
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 виконується рівність
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Означення. Події 
[image: image563.wmf]12
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 називаються незалежними в сукупності, якщо для будь-якої підмножини індексів 
[image: image564.wmf]{
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, множини 
[image: image566.wmf]{
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 виконується рівність 
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Зауваження. Якщо події 
[image: image568.wmf]12
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 незалежні в сукупності, то вони попарно незалежні, якщо події 
[image: image569.wmf]12
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 попарно незалежні, то вони не обов’язково незалежні в сукупності.

Приклад. Троє спортсменів незалежно один від одного стріляють по мішені. Ймовірність влучення першим спортсменом у мішень дорівнює 
[image: image570.wmf]1
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, другим – 
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, третім – 
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. Знайти ймовірності таких подій :
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 – рівно троє спортсменів влучили в мішень;
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 – рівно двоє спортсменів влучили в мішень;
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 – рівно один спортсмен влучив у мішень;
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 – жоден із спортсменів не влучив у мішень;
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 – хоча б один із спортсменів влучив у мішень.

Розв’язування. Введемо події 
[image: image578.wmf]i
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, які полягають в тому, що 
[image: image579.wmf]i

-й спортсмен влучив у мішень (
[image: image580.wmf]1,2,3

i

=

). Зауважимо, що ці події незалежні в сукупності. Тому маємо
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Приклад попарно незалежних випадкових подій, які не є незалежними в сукупності. Дано множину чисел 
[image: image590.wmf]{
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. Навмання вибирають довільне число. Подія 
[image: image591.wmf]A

 полягає в тому, що число ділиться на 
[image: image592.wmf]2

, подія 
[image: image593.wmf]B

 – число ділиться на 
[image: image594.wmf]3

, подія 
[image: image595.wmf]C

 – число ділиться на 
[image: image596.wmf]5
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Розв’язування. 
[image: image597.wmf]21
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Отже, події попарно незалежні.

З другого боку,
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з чого випливає, що 
[image: image608.wmf],,
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 не є незалежними в сукупності. ■

СХЕМА БЕРНУЛЛІ

Постановка задачі. Проводиться серія з 
[image: image609.wmf]n

 незалежних випробувань. Ймовірність появи події 
[image: image610.wmf]A

 у кожному випробуванні є однакова і дорівнює 
[image: image611.wmf]p

. Необхідно знайти ймовірність події 
[image: image612.wmf]B

, яка полягає в тому, що при 
[image: image613.wmf]n

 випробуваннях подія 
[image: image614.wmf]A

 відбудеться рівно 
[image: image615.wmf]k

 разів.

Ймовірність того, що у певній послідовності подія 
[image: image616.wmf]A

 відбудеться 
[image: image617.wmf]k

 разів і відповідно 
[image: image618.wmf]nk
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 разів не відбудеться, дорівнює 
[image: image619.wmf](
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. Але кількість послідовностей, у яких подія 
[image: image620.wmf]A

 відбудеться 
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 разів і відповідно 
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 разів не відбудеться, дорівнює 
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. Тому 
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. Шукану ймовірність позначимо 
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Якщо подія 
[image: image628.wmf]C

 полягає в тому, що подія 
[image: image629.wmf]A

 відбудеться:

не менше 
[image: image630.wmf]k

 разів, то її ймовірність 
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менше 
[image: image632.wmf]k

 разів, то її ймовірність 
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більше 
[image: image634.wmf]k

 разів, то її ймовірність 
[image: image635.wmf](

)

(

)

1

n

n

jk

PCPj

=+

=

å

,

не більше 
[image: image636.wmf]k

 разів, то її ймовірність 
[image: image637.wmf](
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Приклад. Ймовірність позитивного результату при проведенні хімічного досліду дорівнює 
[image: image638.wmf]0,8
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. Знайти ймовірність того, що у трьох дослідах принаймні два рази буде позитивний результат.

Розв’язування. Нехай подія 
[image: image639.wmf]A

 полягає в тому, що у трьох дослідах принаймні два рази буде позитивний результат.

Тоді


[image: image640.wmf](
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Означення. Найімовірнішим числом в схемі Бернуллі називають число 
[image: image642.wmf]0
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, для якого виконується співвідношення 
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Теорема. У схемі незалежних випробувань найімовірніше число 
[image: image644.wmf]0
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 знаходиться із співвідношення
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Приклад. Ймовірність того, що подія 
[image: image646.wmf]A

 відбудеться у кожному з 
[image: image647.wmf]30

 незалежних випробувань, дорівнює 
[image: image648.wmf]0,4

. Знайти найімовірніше число.

Розв’язування. Згідно з умовою задачі маємо


[image: image649.wmf]30

n

=

, 
[image: image650.wmf]0,4

p

=

.

Тоді
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Приклад. Оцінити ймовірність події 
[image: image655.wmf]A

 у кожному з 
[image: image656.wmf]400

 випробувань, якщо найімовірніша кількість дорівнює 
[image: image657.wmf]245
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Розв’язування. З умови задачі маємо
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Тоді 
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Отримали систему нерівностей
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Отже,
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Приклад. Скільки потрібно провести випробувань, щоб найімовірніше число дорівнювало б 
[image: image663.wmf]308

, якщо ймовірність появи події 
[image: image664.wmf]A

 у кожному випробуванні дорівнює 
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Розв’язування. З умови задачі відомо, що
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Використовуючи подвійну нерівність для найімовірнішого числа в схемі Бернуллі, отримуємо співвідношення
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Розв’язавши систему нерівностей 
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отримаємо
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тобто,
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АСИМПТОТИЧНІ ФОРМУЛИ В СХЕМІ БЕРНУЛЛІ

Для достатньо великих 
[image: image673.wmf]n

 обчислення значень 
[image: image674.wmf](
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 є громіздким процесом. Тому для великих 
[image: image675.wmf]n

 застосовують асимптотичні формули:

1. Закон Пуассона. Якщо 
[image: image676.wmf]p

 достатньо мале (на практиці 
[image: image677.wmf]0,1
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) і 
[image: image678.wmf]n

 достатньо велике (на практиці 
[image: image679.wmf]0,110
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), то виконується наближена формула 
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де 
[image: image681.wmf]np
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. Цю ймовірність будемо позначати 
[image: image682.wmf](
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. Значення функції 
[image: image683.wmf](
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 подаються у задачниках з теорії ймовірностей.

Приклад. В аеропорту щогодини в середньому приземляється два літаки. Знайти ймовірність таких подій:


[image: image684.wmf]A

 – протягом даної години в аеропорту приземлиться рівно один літак;


[image: image685.wmf]B

 – протягом двох даних годин в аеропорту приземлиться рівно три літаки;


[image: image686.wmf]C

 – протягом двох годин в аеропорту приземлиться не менше двох літаків;


[image: image687.wmf]D

 – протягом двох годин в аеропорту приземлиться хоча б один літак.

Розв’язування. Якщо в середньому щогодини в аеропорту приземляється два літаки, то протягом доби в аеропорту приземлиться 
[image: image688.wmf]22448
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 літаків, тобто 
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. Ймовірність того, що даний літак приземлиться протягом даної години дорівнює 
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 – середнє значення. Для подій 
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 середнє значення дорівнює 
[image: image696.wmf]4

, тому 
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2. Локальна теорема Муавра-Лапласа. Для 
[image: image703.wmf]p

 близьких до 
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Значення функції 
[image: image709.wmf](
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 знаходять з таблиць, які подаються в задачниках з теорії ймовірностей.

Зауважимо, що 
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 є парною.

Приклад. Ймовірність появи події 
[image: image712.wmf]A

 у кожному з 
[image: image713.wmf]400

 незалежних випробувань дорівнює 
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. Знайти ймовірність того, що подія відбудеться рівно 
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 разів.

Розв’язування. За умовою задачі
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За таблицями знаходимо


[image: image720.wmf](

)

0,6250,325

j-»

.

Тому шукана ймовірність дорівнює
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3. Інтегральна теорема Муавра-Лапласа. В умовах локальної теореми Муавра-Лапласа справедлива наближена рівність
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 знаходяться з таблиць. Легко зауважити, що
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Приклад. Ймовірність того, що студент здасть сесію на відмінно, дорівнює 
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. Знайти ймовірність того, що серед 
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Нехай у 
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 відбулась рівно 
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 Покажемо, що ця ймовірність дорівнює


[image: image765.wmf]0

2

n

pq

æö

b=Fe

ç÷

èø

.

Дійсно,


[image: image766.wmf]{

}

m

Pp

n

-<e=b

,


[image: image767.wmf]{

}

m

Pp

n

-e<-<e=b

,


[image: image768.wmf]{

}

Pnnpmnpn

-e+<<e+=b

,


[image: image769.wmf]00

nnpnpnnppn

npqnpq

æöæö

e+--e+-

F-F=b

ç÷ç÷

èøèø

,


[image: image770.wmf]00

nn

pqpq

æöæö

e-e

F-F=b

ç÷ç÷

èøèø

,


[image: image771.wmf]0

2

n

pq

æö

e

F=b

ç÷

èø

. ■

Це рівняння можна використовувати для визначення одного з чисел 
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Приклад. Ймовірність появи події в кожному із 
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 абсолютна величина відхилення відносної частоти появи події від її ймовірності не перевищила 
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Розв’язування. У даному випадку
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Підставляємо задані значення у щoйно виведену формулу
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Далі знаходимо таке значення 
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Наведену формулу можна використовувати для оцінки теоретичної ймовірності за відносною частотою
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