 ТРАНСПОРТНАЯ МОДЕЛЬ.



  Транспортную модель используют при рассмотрении различных практических ситуаций связанных: с составлением наиболее экономичного плана перевозок продукции, управлением запасами, назначением служащих на рабочие места, оборотом наличного капитала и многими другими. Кроме того модель можно изменить, чтобы она учитывала перевозку нескольких видов продукции. В то же время транспортная модель и ее обобщения представляют собой частные случаи сетевых моделей.

Транспортная задача (ТЗ), по существу, представляет собой задачу линейного программирования, которую можно решать симплекс-методом. Однако специфическая структура условий задачи позволяет использовать более эффективный вычислительный метод.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И  ЕЕ  МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ



       Некоторый однородный продукт, сосредоточенный у m поставщиков Ai в количестве ai (i=1,...,m) необходимо доставить n потребителям Bj в количестве bj (j=1,...,n). Известна стоимость cij перевозки единицы груза от i-го поставщика j-му потребителю. Необходимо составить план перевозок имеющий минимальную стоимость.  Основное предположение, используемое при построении модели, состоит в том, что величина транспортных расходов на каждом маршруте прямо пропорциональна объему перевозимой продукции.

Исходные пункты                                                   Пункты  назначения

��                                                � EMBED Equation.2  ���

������ EMBED Equation.2  ���       1                                                                                    1         � EMBED Equation.2  ���



��

���� EMBED Equation.2  ���       2                                                                                    2        � EMBED Equation.2  ���



  .                                                                                                     .

  .                                                                                                     .

  .                                                                                                     .

��

�� EMBED Equation.2  ���      m                                                                                    n         � EMBED Equation.2  ��� 

                                                � EMBED Equation.2  ���



Рис 1.



На рис. 1 изображена транспортная модель в виде сети с m исходными пунктами и n пунктами назначения. Исходным пунктам и пунктам назначения соответствуют вершины. Дуга, соединяющая исходный пункт с пунктом назначения, представляет маршрут, по которому перевозится продукция. Количество продукции, производимой в пункте i, обозначено через � EMBED Equation.2  ���, а количество продукции, потребляемой в пункте j ,- через � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���- стоимость перевозки единицы продукции из i в j .

Обозначим через xij количество единиц груза, запланированных к перевозке от i-го поставщика к j-му потребителю. Тогда математическая модель задачи линейного программирования транспортного типа формулируется следующим образом:

                                          � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���(1)

     при условиях        � EMBED Equation.2  ���  ,    i=1,...,m                             (2)

                                   � EMBED Equation.2  ���  ,   j=1,...,n                                (3)

                                    � EMBED Equation.2  ��� , i=1,...,m,  j=1,...,n                         (4)



Ограничения (2) означают, что суммарный объем перевозок от i-го поставщика не может превышать имеющегося там количества продукта. Ограничения (3) означают, что суммарные перевозки продукта j-му потребителю должны полностью удовлетворить его спрос. Ограничения (4) исключают обратные перевозки.

     Из представленной модели видно, что

                                       � EMBED Equation.2  ��� .

     Если                          � EMBED Equation.2  ��� ,                                        (5)

то модель называется сбалансированной транспортной моделью. В сбалансированной модели ограничения (2)-(3) имеют вид равенств. В реальных условиях не всегда объем производства равен спросу, однако транспортную модель всегда можно сбалансировать.

     В случае превышения запаса над потребностью, т.е. если � EMBED Equation.2  ���, вводится фиктивный (n+1)-й пункт назначения с потребностью

                                     � EMBED Equation.2  ���  ,

а соответствующие стоимости � EMBED Equation.2  ���  (i=1,...,m) считаются равными нулю.

Аналогично, при    � EMBED Equation.2  ��� , вводится фиктивный (m+1)-й пункт отправления с запасом груза

                                        � EMBED Equation.2  ��� ,

а соответствующие стоимости  � EMBED Equation.2  ��� (j=1,...,n)  считаются равными нулю.

Этим задача сводится к сбалансированной транспортной задаче (ТЗ), из оптимального плана которой, получается оптимальный план исходной задачи.

ЗАМЕЧАНИЕ: Стремление сбалансировать ТЗ обусловлено возможностью применить в этом случае эффективный вычислительный метод.

ПРИМЕР: На три базы � EMBED Equation.2  ��� поступил однородный груз в количествах, соответственно равных 140, 180, 160 единиц. Этот груз требуется перевезти в пять пунктов назначения � EMBED Equation.2  ��� соответственно в количествах 60, 70, 120, 130, 100 единиц. Стоимости перевозки единицы груза с каждого из пунктов отправления в соответствующие пункты назначения указаны в таблице 1.

                                                                                                     Таблица 1



Пункты отправления�Пункты назначения

      � EMBED Equation.2  ���           � EMBED Equation.2  ���          � EMBED Equation.2  ���           � EMBED Equation.2  ���          � EMBED Equation.2  ���       �

Запасы��     � EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ���    2�� EMBED Equation.2  ���     3

�� EMBED Equation.2  ���   4 �� EMBED Equation.2  ���     2�� EMBED Equation.2  ���   4�140��     � EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ���    8�� EMBED Equation.2  ���     4

�� EMBED Equation.2  ���   1�� EMBED Equation.2  ���     4�� EMBED Equation.2  ���     1�180��     � EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ���    9�� EMBED Equation.2  ���     7

�� EMBED Equation.2  ���   3�� EMBED Equation.2  ���     7   �� EMBED Equation.2  ���     2�160��Потребности�       60�       70�   120    �130�100�480��



Построим математическую модель для данной транспортной задачи:

                  � EMBED Equation.2  ���

                                  � EMBED Equation.2  ���

                                               xij� EMBED Equation.2  ���0,   i=1,2,3;   j=1,2,3,4,5.



     Число переменных xij в ТЗ с m поставщиками и n потребителями равно m(n, а число уравнений в системе (2)-(3) равно m+n. Так как мы предполагаем, что выполняется условие (5), то число линейно независимых уравнений равно m+n-1. Следовательно, опорный план ТЗ может иметь не более m+n-1 отличных от нуля неизвестных.

     Существует несколько схем построения первоначального опорного плана: метод северо-западного угла, метод минимальной стоимости и другие.



ПОСТРОЕНИЕ ОПОРНОГО ПЛАНА ТЗ МЕТОДОМ СЕВЕРО-ЗАПАДНОГО УГЛА.



В нашей задаче  m=3,  n=5,  следовательно, опорный план должен иметь не более m + n - 1 = 3 + 5 - 1 = 7  отличных от нуля неизвестных. Следуя по правилу северо-западного угла, начинают с того, что приписывают переменной � EMBED Equation.2  ���, расположенной в северо-западном углу таблицы максимальное допустимое значение. После этого вычеркивают соответствующий столбец (строку) фиксируя этим, что остальные переменные вычеркнутого столбца (строки) полагаются равными нулю. Если ограничения, представляемые столбцом и строкой, выполняются одновременно, то вычеркивают либо столбец либо строку. Процесс продолжается до тех пор, пока не будут удовлетворены все потребители за счет запасов поставщиков. Применим эту процедуру к нашей задаче.

                                                                     

















                                             Таблица 2.
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В результате получили опорный план � EMBED Equation.2  ��� (семь занятых клеток).

                            � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���

Согласно полученному опорному плану перевозок, общая стоимость перевозок составит

    F(� EMBED Equation.2  ���) = 2(60 + 3(70 + 4(10 + 1(110 + 4(70 + 7(60 + 2(100 = 1380 .    



ЗАМЕЧАНИЕ: Если одновременно и столбец и строка удовлетворяют ограничениям, очередная переменная, включаемая в базисное решение, обязательно имеет нулевое значение.

     5�     5�    — �    — �(10) (5)��    —  �     5�     0�    — �  (5)��    — �    — �     8�     7� (15)��    (5)�(10) (5)�    (8)�    (7)���             



     







Если вычеркивается столбец 2, то на следующем шаге переменная � EMBED Equation.2  ��� становится базисной с нулевым значением, поскольку величина предложения в строке 2 равна нулю. Если же вычеркивается строка 2, то � EMBED Equation.2  ��� становится нулевой базисной переменной.   Использование правила северо-западного угла всегда приводит к нужному числу базисных переменных.



ПОСТРОЕНИЕ ОПОРНОГО ПЛАНА ТЗ МЕТОДОМ НАИМЕНЬШЕЙ СТОИМОСТИ.



     Выбирается переменная, которой соответствует наименьшая стоимость во всей таблице, и ей придается возможно большее значение. Вычеркивается соответствующий столбец или строка. Если ограничения по столбцу и строке выполняются одновременно, то вычеркивается либо столбец, либо строка. После вычисления новых значений спроса и объема производства для всех невычеркнутых строк и столбцов процесс повторяется при возможно большем значении той переменной, которой соответствует наименьшая стоимость среди невычеркнутых. Процедура завершается, когда остается одна строка или один столбец. 

                                                                                          Таблица 3.
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Согласно полученному опорному плану перевозок, общая стоимость перевозок составит     F(� EMBED Equation.2  ���) = 2(60 + 2(80 + 1(120 + 1(60 + 7(70 + 7(50 + 2(40 = 1380 .

Для определения оптимального плана ТЗ ввиду специфики ограничений (каждая неизвестная входит лишь в два уравнения СЛУ (2)-(3), коэффициенты при неизвестных равны единице) разработаны специальные методы.



ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО ПЛАНА ТЗ МЕТОДОМ ПОТЕНЦИАЛОВ.

ТЕОРЕМА: Если для некоторого опорного плана ТЗ  � EMBED Equation.2  ���существуют такие числа    � EMBED Equation.2  ���,  что

              � EMBED Equation.2  ���    для базисных переменных (занятых клеток),

              � EMBED Equation.2  ���   для остальных переменных (свободных клеток),

 то � EMBED Equation.2  ��� - оптимальный план ТЗ.



      ДОКАЗАТЕЛЬСТВО:



                                        � EMBED Equation.2  
�
�
�

                                 � EMBED Equation.2  ���    i=1,...,m         (6)

                                 � EMBED Equation.2  ���   j=1,...,n         (7)

                                          � EMBED Equation.2  ���,  i=1,...,m;  j=1,...,n.



     Рассмотрим двойственную задачу линейного программирования, которая получается по общей схеме. Ограничениям вида (6) поставим в соответствие переменные � EMBED Equation.2  ��� , а ограничениям вида (7) поставим в соответствие переменные � EMBED Equation.2  ���. Тогда

                                   � EMBED Equation.2  
�
�
�       (8)

                                                � EMBED Equation.2  ���,   i=1,...,m;  j=1,...,n.        (9)



     В соответствие с теорией двойственности, для оптимального плана, решаемой на минимум задачи ЛП

                                     � EMBED Equation.2  ���    j=1,...,n.             (10)

     В нашем случае � EMBED Equation.2  ���,

                                 � EMBED Equation.2  ���,

     следовательно,  � EMBED Equation.2  ���      i=1,...,m;  j=1,...,n.    (11)

Причем для базисных переменных получим

                                 � EMBED Equation.2  ���                                          (12)

Теорема доказана. Числа � EMBED Equation.2  ��� называются потенциалами соответственно поставщиков и потребителей.

Доказанная теорема позволяет получить решение ТЗ. После нахождения опорного плана необходимо вычислить значения потенциалов � EMBED Equation.2  ���и � EMBED Equation.2  ���. Так как система (12) содержит m+n-1 уравнений с m+n неизвестными, то одно из неизвестных можно приравнять к нулю и затем последовательно найти значения остальных неизвестных. Далее вычисляют симплексные разности для всех остальных переменных по формуле

                                      � EMBED Equation.2  ���



Если среди них нет положительных, то найденный опорный план является оптимальным. В противном случае выбирают � EMBED Equation.2  ��� и переменную � EMBED Equation.2  ���включают в базис. Для определения переменной исключаемой из базиса строят замкнутый цикл и перераспределяют поставки.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ:  Циклом называется ломаная линия, вершины которой расположены в занятых клетках таблицы.



�                                               � EMBED Equation.2  ���

����                                                +           -

�

��                                                             +            - � EMBED Equation.2  ���

                                                             

�                                                 -                          +

                                                     Рис. 2



Цикл начинается и заканчивается клеткой, соответствующей включаемой в базис переменной � EMBED Equation.2  ���. Перемещение поставок в цикле производится по следующему правилу:

1. Заполняемой клетке, соответствующей переменной  � EMBED Equation.2  ���, приписывается знак “+”, а всем остальным клеткам - поочередно знаки “ -” и “+”.

2. В заполняемую клетку переносят меньшее из чисел � EMBED Equation.2  ���стоящих в минусовых клетках. Одновременно это число прибавляют к соответствующим числам стоящим в плюсовых клетках, и вычитают из чисел, стоящих в минусовых клетках.

3. Минусовая клетка, в которой стояло минимальное число, считается свободной, а соответствующая ей переменная � EMBED Equation.2  ���исключается из базиса.

ЗАМЕЧАНИЕ:  Если минимальное число � EMBED Equation.2  ���достигается более чем в одной клетке, то освобождают лишь одну из них, а остальные оставляют занятыми нулевыми поставками. 

В результате определяется новый опорный план транспортной задачи. Процесс продолжается до тех пор, пока план не станет оптимальным.

Перейдем к определению оптимального плана рассматриваемой нами задачи.

1 ИТЕРАЦИЯ:  
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2 ИТЕРАЦИЯ:
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ПОСЛЕДНЯЯ ИТЕРАЦИЯ:
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Получили оптимальный план



                      � EMBED Equation.2  ���,       F(� EMBED Equation.2  ���) = 1000 .





ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО ПЛАНА ТРАНСПОРТНЫХ ЗАДАЧ, ИМЕЮЩИХ

 НЕКОТОРЫЕ УСЛОЖНЕНИЯ В ИХ ПОСТАНОВКЕ.    



1. При некоторых реальных условиях перевозки груза из определенного пункта � EMBED Equation.2  ���в пункт назначения � EMBED Equation.2  ��� не могут быть осуществлены. Для определения оптимальных планов таких задач предполагают, что стоимость перевозки единицы груза из пункта � EMBED Equation.2  ��� в пункт � EMBED Equation.2  ��� является сколь угодно большой величиной М и при этом условии известными методами находят решение транспортной задачи. Такой подход к нахождению решения ТЗ называется запрещением перевозок.

2. В отдельных ТЗ дополнительным условием является обеспечение перевозки по соответствующим маршрутам определенного количества груза. Пусть, например, из � EMBED Equation.2  ��� в � EMBED Equation.2  ��� требуется обязательно перевезти � EMBED Equation.2  ��� единиц груза. Тогда в соответствующую клетку таблицы, находящуюся на пересечении строки  � EMBED Equation.2  ��� и столбца � EMBED Equation.2  ���, записывают указанное число � EMBED Equation.2  ��� и в дальнейшем считают эту клетку свободной со сколь угодно большой стоимостью перевозки М. Для полученной таким образом новой транспортной задачи находят оптимальный план, который определяет оптимальный план исходной задачи.

3. Иногда требуется найти решение ТЗ, при котором из � EMBED Equation.2  ���в � EMBED Equation.2  ��� должно быть перевезено не менее заданного количества груза � EMBED Equation.2  ���. Для определения оптимального плана такой задачи считают, что запасы � EMBED Equation.2  ���и потребности � EMBED Equation.2  ��� меньше фактических на � EMBED Equation.2  ��� единиц. После этого находят оптимальный план новой ТЗ, на основании которого и определяют решение исходной задачи.

ЗАМЕЧАНИЕ:   При целых � EMBED Equation.2  ��� (i=1,...,m) и � EMBED Equation.2  ��� (j=1,...,n) , в силу специфики ограничений ТЗ любое базисное допустимое решение является целочисленным.



