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Задача 1

По предприятиям легкой промышленности региона получена информация, характеризующая зависимость объема выпуска продукции   (у, млн. руб.) от объема капиталовложений (х, млн. руб.).
	№ п/п
	Объем выпуска 

продукции, млн. руб., 

у
	Объема 
капиталовложений, млн. руб.,

 х

	1
	69
	38

	2
	52
	28

	3
	46
	27

	4
	63
	37

	5
	73
	46

	6
	48
	27

	7
	67
	41

	8
	62
	39

	9
	47
	28

	10
	67
	44


Требуется:
1. Найти параметры уравнения линейной регрессии, дать экономическую интерпретацию коэффициента регрессии.

2. Вычислить остатки; найти остаточную сумму квадратов; оценить дисперсию остатков 
[image: image1.wmf]2

Е
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; построить график остатков.

3. Проверить выполнение предпосылок МНК. 

4. Осуществить проверку значимости параметров уравнения регрессии с помощью t-критерия Стьюдента (
[image: image2.wmf]a

= 0,05).

5. Вычислить коэффициент детерминации, проверить значимость уравнения регрессии с помощью F-критерия Фишера (
[image: image3.wmf]a

= 0,05), найти среднюю относительную ошибку аппроксимации. Сделать выводы о качестве модели.

6. Осуществить прогнозирование среднего значения показателя у при уровне значимости 
[image: image4.wmf]a

= 0,1, если прогнозное значение фактора х составит 80% от его максимального значения.
7. Представить графически: фактические и модельные значения у, точки прогноза.

8. Составить уравнения нелинейной регрессии:

· гиперболическая

· степенной

· показательной.

Привести графики построенных уравнений регрессии.

9. Для указанных моделей найти коэффициенты детерминации и средние относительные ошибки аппроксимации. Сравнить модели по этим характеристикам и сделать вывод.
Решение

1. Построим линейную модель регрессии.

Уравнение линейной регрессии имеет вид:


[image: image5.wmf]$
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Построение линейной регрессии сводится к оценке ее параметров – 
[image: image6.wmf]a

 и 
[image: image7.wmf]b

.

Классический подход к оцениванию параметров линейной регрессии основан на методе наименьших квадратов (МНК). МНК позволяет получить такие оценки параметров 
[image: image8.wmf]a

 и 
[image: image9.wmf]b

, при которых сумма квадратов отклонений фактических значений результативного признака 
[image: image10.wmf]y

 от теоретических 
[image: image11.wmf]$
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Чтобы найти минимум функции, надо вычислить частные производные по каждому из параметров 
[image: image13.wmf]a

 и 
[image: image14.wmf]b

 и приравнять их к нулю. Обозначим 
[image: image15.wmf]2

i

i

e

å

 через 
[image: image16.wmf](

)

, 

Sab

, тогда:


[image: image17.wmf](

)

(

)

2

, 

Sabyabx

=--×

å

.


[image: image18.wmf](

)

(

)

20;

20.

S

yabx

a

S

xyabx

b

¶

ì

=---×=

ï

ï

¶

í

¶

ï

=---×=

ï

¶

î

å

å


После несложных преобразований, получим следующую систему линейных уравнений для оценки параметров 
[image: image19.wmf]a

 и 
[image: image20.wmf]b

:
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Решая систему уравнений, найдем искомые оценки параметров 
[image: image22.wmf]a

 и 
[image: image23.wmf]b

. Можно воспользоваться следующими готовыми формулами, которые следуют непосредственно из решения системы:
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 – ковариация признаков 
[image: image27.wmf]x

 и 
[image: image28.wmf]y
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 – дисперсия признака 
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 и 
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Для удобства дальнейших вычислений составим таблицу 1.1 (
[image: image35.wmf]i

E

 = у – ŷ).

Рассчитаем параметры линейного уравнения парной регрессии 
[image: image36.wmf]$
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. Для этого воспользуемся формулами:
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Получили уравнение:  
[image: image39.wmf]x
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Т.е. b показывает, что при увеличении объема капиталовложений  на    1 млн. руб., объем выпуска продукции в среднем увеличивается на         1,3191 млн. руб.

а = 12,5733, означает, что относительное изменение результата происходит медленнее, чем изменение фактора.

Таблица 1.1
	№
	у
	х
	yx
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	1
	69
	38
	2622
	2,5000
	6,2500
	9,6000
	92,1600
	1444
	62,6977
	6,3023
	39,7195
	0,0913

	2
	52
	28
	1456
	-7,5000
	56,2500
	-7,4000
	54,7600
	784
	49,5070
	2,4930
	6,2149
	0,0479

	3
	46
	27
	1242
	-8,5000
	72,2500
	-13,4000
	179,5600
	729
	48,1880
	-2,1880
	4,7872
	0,0476

	4
	63
	37
	2331
	1,5000
	2,2500
	3,6000
	12,9600
	1369
	61,3786
	1,6214
	2,6290
	0,0257

	5
	73
	46
	3358
	10,5000
	110,2500
	13,6000
	184,9600
	2116
	73,2502
	-0,2502
	0,0626
	0,0034

	6
	48
	27
	1296
	-8,5000
	72,2500
	-11,4000
	129,9600
	729
	48,1880
	-0,1880
	0,0353
	0,0039

	7
	67
	41
	2747
	5,5000
	30,2500
	7,6000
	57,7600
	1681
	66,6548
	0,3452
	0,1191
	0,0052

	8
	62
	39
	2418
	3,5000
	12,2500
	2,6000
	6,7600
	1521
	64,0167
	-2,0167
	4,0672
	0,0325

	9
	47
	28
	1316
	-7,5000
	56,2500
	-12,4000
	153,7600
	784
	49,5070
	-2,5070
	6,2852
	0,0533

	10
	67
	44
	2948
	8,5000
	72,2500
	7,6000
	57,7600
	1936
	70,6120
	-3,6120
	13,0468
	0,0539

	Сумма
	594
	355
	21734
	
	490,5000
	
	930,4000
	13093
	
	
	76,9668
	0,3649

	Ср. знач.
	59,4000
	35,5000
	2173,4000
	
	
	
	
	1309,3000
	
	
	
	

	Квадрат
	3528,3600
	1260,2500
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


2. Согласно основной идее дисперсионного анализа, общая сумма квадратов отклонений переменной 
[image: image47.wmf]y

 от среднего значения 
[image: image48.wmf]y

 раскладывается на две части – «объясненную» и «необъясненную»:
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 – общая сумма квадратов отклонений;


[image: image51.wmf]$
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 – сумма квадратов отклонений, объясненная регрессией (или факторная сумма квадратов отклонений); 


[image: image52.wmf]$
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 – остаточная сумма квадратов отклонений, характеризующая влияние неучтенных в модели факторов.

Для удобства вычислений составим таблицу 1.2.
Таблица 1.2

	№
	у
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	1
	69
	9,6000
	92,1600
	6,3023
	39,7195
	3,2977
	10,8745

	2
	52
	-7,4000
	54,7600
	2,4930
	6,2149
	-9,8930
	97,8708

	3
	46
	-13,4000
	179,5600
	-2,1880
	4,7872
	-11,2120
	125,7096

	4
	63
	3,6000
	12,9600
	1,6214
	2,6290
	1,9786
	3,9148

	5
	73
	13,6000
	184,9600
	-0,2502
	0,0626
	13,8502
	191,8267

	6
	48
	-11,4000
	129,9600
	-0,1880
	0,0353
	-11,2120
	125,7096

	7
	67
	7,6000
	57,7600
	0,3452
	0,1191
	7,2548
	52,6327

	8
	62
	2,6000
	6,7600
	-2,0167
	4,0672
	4,6167
	21,3141

	9
	47
	-12,4000
	153,7600
	-2,5070
	6,2852
	-9,8930
	97,8708

	10
	67
	7,6000
	57,7600
	-3,6120
	13,0468
	11,2120
	125,7096

	Сумма
	594
	
	930,4000
	
	76,9668
	
	853,4332

	Ср. знач.
	59,4000
	
	
	
	
	
	


Из таблицы следует, что 
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= 853,4332;
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= 76,9668.
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930,4000 = 583,4332 + 76,9669
930,4000 = 930,4000.
Найдем стандартную ошибку оценки. Для этого составим таблицу 1.3.

Таблица 1.3

	№
	у
	ŷ
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	1
	69
	62,6977
	6,3023
	39,7195

	2
	52
	49,5070
	2,4930
	6,2149

	3
	46
	48,1880
	-2,1880
	4,7872

	4
	63
	61,3786
	1,6214
	2,6290

	5
	73
	73,2502
	-0,2502
	0,0626

	6
	48
	48,1880
	-0,1880
	0,0353

	7
	67
	66,6548
	0,3452
	0,1191

	8
	62
	64,0167
	-2,0167
	4,0672

	9
	47
	49,5070
	-2,5070
	6,2852

	10
	67
	70,6120
	-3,6120
	13,0468

	Сумма
	594
	
	
	76,9668

	Ср. знач.
	59,4000
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Так как 
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 попадает в интервал 
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, следовательно, свойство нормальности распределения выполняется, и модель по этому критерию считается адекватной.
Найдем 
[image: image70.wmf]2
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 - дисперсию остатков.
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График остатков будет выглядеть следующим образом (рис. 1).
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Рис. 1. График остатков
3. Проверим выполнение предпосылок МНК. 

· Строим график зависимости остатков 
[image: image73.wmf]i

e

 от теоретических значений результативного признака (рис. 2). 
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Рис. 2. Зависимость случайных остатков 
[image: image75.wmf]i

e

 от теоретических значений 
[image: image76.wmf]$
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На графике получена горизонтальная полоса, следовательно, остатки 
[image: image77.wmf]i

e

 представляют собой случайные величины и МНК оправдан, теоретические значения 
[image: image78.wmf]$
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 хорошо аппроксимируют фактические значения 
[image: image79.wmf]y

.

· Вторая предпосылка МНК относительно нулевой средней величины остатков означает, что 
[image: image80.wmf]$
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, следовательно, предпосылка выполняется.

Вместе с тем, несмещенность оценок коэффициентов регрессии, полученных МНК, зависит от независимости случайных остатков и величин 
[image: image81.wmf]x

, что также исследуется в рамках соблюдения второй предпосылки МНК. С этой целью наряду с изложенным графиком зависимости остатков 
[image: image82.wmf]i
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 от теоретических значений результативного признака 
[image: image83.wmf]$
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 строим график зависимости случайных остатков 
[image: image84.wmf]i
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 от факторов, включенных в регрессию 
[image: image85.wmf]j
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 (рис. 3).
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Рис. 3. Зависимость величины остатков от величины фактора 
[image: image87.wmf]j

x

.
 
Остатки на графике расположены в виде горизонтальной полосы, значит, они независимы от значений.

· В соответствии с третьей предпосылкой МНК требуется, чтобы дисперсия остатков была гомоскедастичной. Это значит, что для каждого значения фактора 
[image: image88.wmf]j
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 остатки 
[image: image89.wmf]i
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 имеют одинаковую дисперсию. Если это условие применения МНК не соблюдается, то имеет место гетероскедастичность. 

Наличие или отсутствие гомоскедастичности оценим по тесту Голдфельда-Квандта.
Чтобы оценить нарушение гомоскедастичности по тесту Голдфельда-Квандта, необходимо выполнить следующие шаги:

a) упорядочить n наблюдений по мере возрастания переменной х.
b) разделить совокупность на две группы (соответственно с малыми и большими значениями фактора х) и определение по каждой из групп уравнений регрессий.
c) определение остаточной суммы квадратов для первой регрессии 
[image: image90.wmf]2
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 и второй регрессии 
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d) вычисление отношений 
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 (или 
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). В числителе должна быть большая сумма квадратов.
a) Строим таблицу с упорядоченными значениями (табл. 1.4).

Таблица 1.4

	№
	х
	у

	3
	27
	46

	6
	27
	48

	2
	28
	52

	9
	28
	47

	4
	37
	63

	1
	38
	69

	8
	39
	62

	7
	41
	67

	10
	44
	67

	5
	46
	73



Исключаем из таблицы значения 5 и 6 строк.
b) При делении на две группы по 4 значения в каждом получаем следующие расчетные таблицы (табл. 1.5 с малыми значениями фактора х, табл. 1.6 с большими значениями фактора х).
Таблица 1.5

	№
	х
	у
	yx
	x2
	y2
	ŷ
	у - ŷ
	(у - ŷ)2

	3
	27
	46
	1242
	729
	2116
	47,000
	-1,000
	1,000

	6
	27
	48
	1296
	729
	2304
	47,000
	1,000
	1,000

	2
	28
	52
	1456
	784
	2704
	49,500
	2,500
	6,250

	9
	28
	47
	1316
	784
	2209
	49,500
	-2,500
	6,250

	Сумма
	110
	193
	5310
	3026
	9333
	
	
	14,5000

	Ср.знач.
	27,5000
	48,2500 
	1327,5000
	756,5000
	2333,2500
	
	
	

	Квадрат
	756,2500
	
	
	
	
	
	
	


Рассчитаем параметры линейного уравнения парной регрессии 
[image: image94.wmf]$

x

yabx
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. Для этого воспользуемся формулами:
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Получили уравнение:  
[image: image97.wmf]x
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Таблица 1.6
	№
	х
	у
	yx
	x2
	y2
	ŷ
	у - ŷ
	(у -ŷ)2

	8
	39
	62
	2418
	1521
	3844
	62,603
	-0,603
	0,364

	7
	41
	67
	2747
	1681
	4489
	65,259
	1,741
	3,032

	10
	44
	67
	2948
	1936
	4489
	69,241
	-2,241
	5,024

	5
	46
	73
	3358
	2116
	5329
	71,897
	1,103
	1,218

	Сумма
	170
	269
	11471
	7254
	18151
	
	
	9,6379

	Ср.знач.
	42,5000
	67,2500
	2867,7500
	1813,5000
	4537,7500
	
	
	

	Квадрт
	1806,2500
	
	
	
	
	
	
	


Рассчитаем параметры линейного уравнения парной регрессии 
[image: image98.wmf]$
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. Для этого воспользуемся формулами:
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Получили уравнение:  
[image: image101.wmf]x
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c) Определим остаточную сумму квадратов для первой регрессии 
[image: image102.wmf]5000
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Определим остаточную сумму квадратов для второй регрессии 
[image: image103.wmf]6379
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d) Вычислим отношение 
[image: image104.wmf]5045
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Табличное значение F-распределения по таблице значений F-критерия Фишера при уровне значимости 
[image: image105.wmf]a

= 0,05 равно 10,13.
Так как 
[image: image106.wmf].
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, следовательно, гомоскедастичности имеет место и предпосылка выполняется.
· При построении регрессионных моделей чрезвычайно важно соблюдение четвертой предпосылки МНК – отсутствие автокорреляции остатков, т.е. значения остатков 
[image: image107.wmf]i
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, распределены независимо друг от друга. Автокорреляция остатков означает наличие корреляции между остатками текущих и предыдущих (последующих) наблюдений. 

Наличие (отсутствие) автокорреляции в отклонениях проверим с помощью критерия Дарбина-Уотсона (критические уровни d1=0,88 и d2=1,32). Числовое значение коэффициента равно
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Составим для удобства расчетную таблицу 1.7.
Таблица 1.7

	№
	Е
	Еi - Еi-1
	(Еi - Еi-1)2
	Е2

	1
	6,3023
	-
	-
	39,7195

	2
	2,4930
	-3,8094
	14,5114
	6,2149

	3
	-2,1880
	-4,6809
	21,9112
	4,7872

	4
	1,6214
	3,8094
	14,5114
	2,6290

	5
	-0,2502
	-1,8716
	3,5027
	0,0626

	6
	-0,1880
	0,0622
	0,0039
	0,0353

	7
	0,3452
	0,5331
	0,2842
	0,1191

	8
	-2,0167
	-2,3619
	5,5785
	4,0672

	9
	-2,5070
	-0,4903
	0,2404
	6,2852

	10
	-3,6120
	-1,1050
	1,2210
	13,0468

	Сумма
	0,0000
	-9,9144
	61,7646
	76,9668


Рассчитаем значение коэффициента 
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Так как 
[image: image110.wmf]1
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, следовательно, остатки содержат автокорреляцию.
4. Оценку статистической значимости параметров регрессии проведем с помощью 
[image: image111.wmf]t

-статистики Стьюдента и путем расчета доверительного интервала каждого из показателей.

Табличное значение 
[image: image112.wmf]t

-критерия для числа степеней свободы  
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Определим случайные ошибки 
[image: image116.wmf]a
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, 
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Рассчитаем предельные ошибки
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Тогда
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Так как 
[image: image130.wmf].

табл

a

t

t

>

, следовательно, Н0 отклоняется и принимается гипотеза, параметр а статистически значим.
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Так как 
[image: image132.wmf].
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, следовательно, Н0 отклоняется и принимается гипотеза, параметр b статистически значим.
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Так как 
[image: image133.wmf].
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, следовательно, Н0 отклоняется и принимается гипотеза, параметр 
[image: image134.wmf]x
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,

 статистически значим.

Рассчитаем доверительные интервалы для параметров регрессии 
[image: image135.wmf]a

 и 
[image: image136.wmf]b

. Для этого определим предельную ошибку для каждого показателя:
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Рассчитаем доверительные интервалы
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Анализ верхней и нижней границ доверительных интервалов приводит к выводу о том, что с вероятностью 95% параметры 
[image: image145.wmf]a

 и 
[image: image146.wmf]b

, находясь в указанных границах, не принимают нулевых значений, т.е. не являются статистически незначимыми и существенно отличны от нуля.

5. Тесноту линейной связи оценим коэффициентом корреляции.
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Коэффициент линейной корреляции, означает, что связь между объемом выпуска продукции (у) и объемом капиталовложений (х) прямая достаточно сильная.
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Уравнение регрессии объясняет 91,73% дисперсии результативного признака, а на долю других факторов приходится 8,27% дисперсии.

Качество модели определяет средняя ошибка аппроксимации.
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Это означает, что на 3,6486% отклоняется в среднем рассчитанные значения от фактических значений результатов.
Оценку значимости уравнения регрессии в целом проведем с помощью 
[image: image150.wmf]F

-критерия Фишера. Фактическое значение 
[image: image151.wmf]F

-критерия:
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Табличное значение критерия при пятипроцентном уровне значимости и степенях свободы 
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, то уравнение регрессии с вероятностью 95% в целом статистически значимо.

6. Полученные оценки уравнения регрессии позволяют использовать его для прогноза. Если прогнозное значение объема капиталовложений составит: 
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 млн. руб., тогда прогнозное значение заработной платы составит: 
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Ошибка прогноза составит:
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Предельная ошибка прогноза, которая в 
[image: image160.wmf]95%

 случаев не будет превышена, составит:
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Доверительный интервал прогноза:
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[image: image163.wmf]0587
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[image: image164.wmf]1735
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Выполненный прогноз объема выпуска продукции  является надежным на 99% и находится в пределах от 55,0561 млн. руб. до 67,1735 млн. руб.

7. Представить графически: фактические и модельные значения у, точки прогноза (рис. 4).
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Рис. 4. Фактические и модельные значения у, точки прогноза
8. Построим гиперболическую модель регрессии и оценим ее.

Уравнение гиперболической модели имеет вид:
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Произведем линеаризацию модели путем замены переменной: 
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Тогда уравнение примет вид: 
[image: image168.wmf]b
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 — уравнение линейной регрессии.

Значение параметров а и b определим по следующим формулам:
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Для удобства дальнейших вычислений составим таблицу 1.8
Найдем параметры a и b.
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[image: image172.wmf]42576
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Уравнение регрессии будет иметь вид: ŷ = 105,42576 – 1569,00771Х.

Перейдем к исходным переменным х и у, получим уравнение гиперболической модели:
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Определим индекс корреляции по формуле:
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Связь между объемом выпуска продукции (у) и объемом капиталовложений (х) можно считать достаточно сильной.

	№
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	Х
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[image: image179.wmf]у
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	1
	69
	38
	0,02632
	1,81579
	0,00069
	64,13609
	4,86391
	23,65765
	0,07049
	9,60000
	92,16000

	2
	52
	28
	0,03571
	1,85714
	0,00128
	49,38977
	2,61023
	6,81328
	0,05020
	-7,40000
	54,76000

	3
	46
	27
	0,03704
	1,70370
	0,00137
	47,31437
	-1,31437
	1,72756
	0,02857
	-13,40000
	179,56000

	4
	63
	37
	0,02703
	1,70270
	0,00073
	63,02015
	-0,02015
	0,00041
	0,00032
	3,60000
	12,96000

	5
	73
	46
	0,02174
	1,58696
	0,00047
	71,31690
	1,68310
	2,83282
	0,02306
	13,60000
	184,96000

	6
	48
	27
	0,03704
	1,77778
	0,00137
	47,31437
	0,68563
	0,47009
	0,01428
	-11,40000
	129,96000

	7
	67
	41
	0,02439
	1,63415
	0,00059
	67,15728
	-0,15728
	0,02474
	0,00235
	7,60000
	57,76000

	8
	62
	39
	0,02564
	1,58974
	0,00066
	65,19480
	-3,19480
	10,20673
	0,05153
	2,60000
	6,76000

	9
	47
	28
	0,03571
	1,67857
	0,00128
	49,38977
	-2,38977
	5,71102
	0,05085
	-12,40000
	153,76000

	10
	67
	44
	0,02273
	1,52273
	0,00052
	69,76650
	-2,76650
	7,65351
	0,04129
	7,60000
	57,76000

	Сумма
	594
	355
	0,29334
	16,86926
	0,00896
	
	
	59,09780
	0,33294
	
	930,40000

	Ср. знач.
	59,40000
	35,50000
	0,02933
	1,68693
	0,00090
	
	
	
	
	
	

	Квадрат
	
	
	0,00086
	
	
	
	
	
	
	
	


Таблица 1.8


Определим коэффициент детерминации по формуле:
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Уравнение регрессии объясняет 93,648% дисперсии результативного признака, а на долю других факторов приходится 6,352% дисперсии.

Проверим гипотезу о статистической значимости, построенной модели.

Для проверки гипотезы воспользуемся F-критерием Фишера. Определим F-критерием по формуле:
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Табличное значение критерия при пятипроцентном уровне значимости и степенях свободы 
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, то уравнение регрессии с вероятностью 95% в целом статистически значимо.

Качество модели определим средней ошибкой аппроксимации.
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Это означает, что на 3,32935% отклоняется в среднем рассчитанные значения от фактических значений результатов.

Построим степенную модель регрессии и оценим ее.

Уравнение степенной модели:
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Для построения этой модели необходимо провести линеаризацию переменных. Для этого произведем логарифмирование обеих частей уравнения: 
[image: image188.wmf]x

b

a

y

lg

lg

lg

+

=

)


Обозначим:
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Тогда уравнение примет вид: 
[image: image190.wmf]X

b

A

Y

×

+

=

 — уравнение линейной регрессии.

Значение параметров а и b определим по следующим формулам:
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Для удобства дальнейших вычислений составим таблицу 1.9.
Найдем параметры a и b.
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[image: image194.wmf]53508
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Получим уравнение регрессии: ŷ = 0,53508 + 0,79970х.

Перейдем к исходным переменным х и у, выполнив потенцирование данного уравнения:

ŷ = 100,53508 · x0,79970


100,53508 = 3,42829. Получим уравнение степенной модели регрессии:
ŷ = 3,42829 · x0,79970
Определим индекс корреляции:


[image: image195.wmf](

)

95928

,

0

40000

,

930

23491

,

74

1

1

2

2

=

-

=

-

-

=

å

å

у

у

Е

i

xy

r



Связь между объемом выпуска продукции (у) и объемом капиталовложений (х) можно считать достаточно сильной.

Определим коэффициент детерминации по формуле:
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Уравнение регрессии объясняет 92,021% дисперсии результативного признака, а на долю других факторов приходится 7,979% дисперсии.
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	1
	69
	1,83885
	38
	1,57978
	2,90498
	2,49572
	62,86713
	6,13287
	37,61213
	0,08888
	9,60000
	92,16000

	2
	52
	1,71600
	28
	1,44716
	2,48333
	2,09427
	49,24515
	2,75485
	7,58918
	0,05298
	-7,40000
	54,76000

	3
	46
	1,66276
	27
	1,43136
	2,38001
	2,04880
	47,83358
	-1,83358
	3,36201
	0,03986
	-13,40000
	179,56000

	4
	63
	1,79934
	37
	1,56820
	2,82173
	2,45926
	61,54059
	1,45941
	2,12988
	0,02317
	3,60000
	12,96000

	5
	73
	1,86332
	46
	1,66276
	3,09825
	2,76476
	73,24496
	-0,24496
	0,06001
	0,00336
	13,60000
	184,96000

	6
	48
	1,68124
	27
	1,43136
	2,40647
	2,04880
	47,83358
	0,16642
	0,02770
	0,00347
	-11,40000
	129,96000

	7
	67
	1,82607
	41
	1,61278
	2,94506
	2,60107
	66,80574
	0,19426
	0,03774
	0,00290
	7,60000
	57,76000

	8
	62
	1,79239
	39
	1,59106
	2,85181
	2,53149
	64,18669
	-2,18669
	4,78162
	0,03527
	2,60000
	6,76000

	9
	47
	1,67210
	28
	1,44716
	2,41979
	2,09427
	49,24515
	-2,24515
	5,04071
	0,04777
	-12,40000
	153,76000

	10
	67
	1,82607
	44
	1,64345
	3,00107
	2,70094
	70,68699
	-3,68699
	13,59393
	0,05503
	7,60000
	57,76000

	Сумма
	594,00000
	17,67815
	355,00000
	15,41509
	27,31251
	23,83937
	
	
	74,23491
	0,35268
	
	930,40000

	Ср. знач.
	59,40000
	1,76782
	35,50000
	1,54151
	2,73125
	2,38394
	
	
	
	
	
	

	Квадрат
	
	
	
	2,37625
	
	
	
	
	
	
	
	


Таблица 1.9


Проверим гипотезу о статистической значимости, построенной модели.

Для проверки гипотезы воспользуемся F-критерием Фишера. Определим F-критерием по формуле:
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Табличное значение критерия при пятипроцентном уровне значимости и степенях свободы 
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, то уравнение регрессии с вероятностью 95% в целом статистически значимо.

Качество модели определим средней ошибкой аппроксимации.
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Это означает, что на 3,52676% отклоняется в среднем рассчитанные значения от фактических значений результатов.

Построим показательную модель регрессии и оценим ее.

Уравнение показательной модели:
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Для построения этой модели необходимо провести линеаризацию переменных. Для этого произведем логарифмирование обеих частей уравнения: 
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Обозначим:
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Тогда уравнение примет вид: 
[image: image211.wmf]x
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 — уравнение линейной регрессии.

Значение параметров а и b определим по следующим формулам:
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Для удобства дальнейших вычислений составим таблицу 1.10.
Найдем параметры a и b.
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[image: image215.wmf]41573
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Получим уравнение регрессии: ŷ = 1,41573 + 0,00992х.

Перейдем к исходным переменным х и у, выполнив потенцирование данного уравнения:

ŷ = 101,41573 · (100,00992)х


Получим уравнение показательной модели регрессии:
ŷ = 26,04551 · 1,02310х
Определим индекс корреляции:
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Связь между объемом выпуска продукции (у) и объемом капиталовложений (х) можно считать достаточно сильной.


Определим коэффициент детерминации по формуле:
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Уравнение регрессии объясняет 89,939% дисперсии результативного признака, а на долю других факторов приходится 10,061% дисперсии.

Проверим гипотезу о статистической значимости, построенной модели.

Для проверки гипотезы воспользуемся F-критерием Фишера. Определим F-критерием по формуле:
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	№
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	1
	69
	1,83885
	38
	69,87627
	1444
	62,03117
	6,96883
	48,56462
	0,10100
	9,60000
	92,16000

	2
	52
	1,71600
	28
	48,04809
	784
	49,36643
	2,63357
	6,93567
	0,05065
	-7,40000
	54,76000

	3
	46
	1,66276
	27
	44,89446
	729
	48,25185
	-2,25185
	5,07081
	0,04895
	-13,40000
	179,56000

	4
	63
	1,79934
	37
	66,57560
	1369
	60,63064
	2,36936
	5,61388
	0,03761
	3,60000
	12,96000

	5
	73
	1,86332
	46
	85,71285
	2116
	74,46506
	-1,46506
	2,14639
	0,02007
	13,60000
	184,96000

	6
	48
	1,68124
	27
	45,39351
	729
	48,25185
	-0,25185
	0,06343
	0,00525
	-11,40000
	129,96000

	7
	67
	1,82607
	41
	74,86907
	1681
	66,42987
	0,57013
	0,32505
	0,00851
	7,60000
	57,76000

	8
	62
	1,79239
	39
	69,90328
	1521
	63,46405
	-1,46405
	2,14344
	0,02361
	2,60000
	6,76000

	9
	47
	1,67210
	28
	46,81874
	784
	49,36643
	-2,36643
	5,60001
	0,05035
	-12,40000
	153,76000

	10
	67
	1,82607
	44
	80,34729
	1936
	71,14049
	-4,14049
	17,14369
	0,06180
	7,60000
	57,76000

	Сумма
	594
	17,67815
	355
	632,43916
	13093
	
	
	93,60698
	0,40779
	
	930,40000

	Ср. знач.
	59,40000
	1,76782
	35,50000
	63,24392
	1309,30000
	
	
	
	
	
	

	Квадрат
	
	
	1260,25000
	
	
	
	
	
	
	
	


Таблица 1.10

Табличное значение критерия при пятипроцентном уровне значимости и степенях свободы 
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, то уравнение регрессии с вероятностью 95% в целом статистически значимо.

Качество модели определим средней ошибкой аппроксимации.
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Это означает, что на 4,07792% отклоняется в среднем рассчитанные значения от фактических значений результатов.

Приведем графики построенных уравнений регрессий (рис. 5).
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Рис. 5. Графики построенных уравнений регрессий
9. Для выбора лучшей модели построим сводную таблицу результатов (табл.11. 1).

Таблица 11.1
	
	Параметры
	Коэффициент детерминации, R2
	F-критерий Фишера
	Индекс корреляции ρху (rху)
	Средняя относительная ошибка, Еотн

	Модель
	
	
	
	
	

	1. Линейная
	0,9173
	88,7067
	0,9577
	3,6486

	2. Степенная
	0,92021
	92,26549
	0,95928
	3,52676

	3. Показательная
	0,89939
	71,51544
	0,94836
	4,07792

	4. Гиперболическая
	0,93648
	117,94715
	0,96772
	3,32935


Так как наибольшее значение F-критерия Фишера и коэффициента детерминации R2 имеет гиперболическая модель, поэтому ее берем в качестве наилучшей.
Отметим, что степенная функция является адекватной моделью для установления зависимости между объемов выпуска продукции и объемом капиталовложений.

Задача 2а и 2б

Даны две СФМ, которые заданы в виде матриц коэффициентов модели. Необходимо записать системы одновременных уравнений и проверить обе системы на идентификацию.
Задачи 2а
	Номер уравнения
	Переменные

	
	у1
	у2
	у3
	х1
	х2
	х3
	х4

	1
	-1
	0
	b13
	a11
	a12
	0
	a14

	2
	b21
	-1
	0
	a21
	a22
	0
	a24

	3
	b31
	b32
	-1
	0
	0
	a33
	a34


Решение
Составим структурную модель:
у1 = b13y3 + a11x1 + a12x2 + a14x4
y2 = b21y1 + a21x1 + a22x2 + a24x4
y3 = b31y1 + b32y2 + a33x3 + a34x4
Модель имеет три эндогенные (у1, y3, y2) и четыре экзогенные (x1, x2, x3, x4) переменные.

Проверим каждое уравнение системы на необходимое (Н) и достаточное (D) условие идентификации.

В первом уравнении две эндогенные переменные: у1 и у3 (Н = 2). В нем отсутствует экзогенная переменная x3 (D=1). Необходимое условие идентификации D + 1 = Н выполнено.

Для проверки на достаточное условие составим матрицу из коэффициентов при переменных у2 и x3, которые отсутствуют в уравнении (табл. 2.1). В первом столбце таблицы показано, что коэффициенты при переменных у2 и x3 взяты из уравнений 2 и 3 системы. Во втором уравнении переменная  у2 присутствует и коэффициент при ней равен -1, так как эта переменная стоит в левой части уравнения, а переменная x3 отсутствует. В третьем уравнении переменная  присутствуют и коэффициенты при них равны b32 и a33 соответственно.
Таблица 2.1

Матрица, состоящая из коэффициентов при переменных у2 и x3

	Уравнения, из которых взяты коэффициенты при переменных
	Отсутствующие переменные

	
	у2
	х3

	2
	-1
	0

	3
	b32
	a33


Det A = -1*a33 – b32*0 
[image: image230.wmf]¹

 0

Определитель матрицы не равен нулю, ранг матрицы равен 2, следовательно, выполняется достаточное условие идентификации, и первое уравнение точно идентифицируемо.

Во втором уравнении две эндогенные переменные: у1 и у2 (Н = 2). В нем отсутствует экзогенная переменная x3 (D = 1). Необходимое условие идентификации D + 1 = Н выполнено.

Для проверки на достаточное условие составим матрицу из коэффициентов при переменных у3 и x3, которые отсутствуют в уравнении (табл. 2.2).

Таблица 2.2

Матрица, состоящая из коэффициентов при переменных у3 и x3

	Уравнения, из которых взяты коэффициенты при переменных
	Отсутствующие переменные

	
	у3
	х3

	1
	b13
	0

	3
	-1
	a33


Det A = b13*a33 – (-1*0) 
[image: image231.wmf]¹

 0

Определитель матрицы не равен нулю, ранг матрицы равен 2. Значит, выполняется достаточное условие идентификации, и второе уравнение идентифицируемо.

В третьем уравнении три эндогенные переменные: у1, у2 и у3 (Н = 3). В нем отсутствуют экзогенные переменные: х1 и x2 (D = 2). Необходимое условие идентификации D + 1 = Н выполнено.

Для проверки на достаточное условие составим матрицу из коэффициентов при переменных х1 и x2, которые отсутствуют в уравнении (табл. 2.3).

Таблица 2.3

Матрица, состоящая из коэффициентов при переменных х1 и x2

	Уравнения, из которых взяты коэффициенты при переменных
	Отсутствующие переменные

	
	х1
	х2

	1
	a11
	a12

	2
	a21
	а22


Det A = a11*a22 – a21* a12
[image: image232.wmf]¹
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Определитель матрицы не равен нулю, ранг матрицы равен 2, следовательно, выполняется достаточное условие  идентификации, и третье уравнение точно идентифицируемо.

Вывод: исследуемая система идентифицируема и может быть решена косвенным методом наименьших квадратов.

Задачи 2б
	Номер уравнения
	Переменные

	
	у1
	у2
	у3
	х1
	х2
	х3
	х4

	1
	-1
	b12
	b13
	a11
	0
	0
	a14

	2
	b21
	-1
	0
	0
	a22
	a23
	a24

	3
	b31
	b32
	-1
	a31
	0
	0
	a34


Решение
Составим структурную модель:
у1 = b12y2 + b13y3 + a11x1 + a14x4
y2 = b21y1 + a22x2 + a23x3 + a24x4
y3 = b31y1 + b32y2 + a31x1 + a34x4
Модель имеет три эндогенные (у1, y3, y2) и четыре экзогенные (x1, x2, x3, x4) переменные.

Проверим каждое уравнение системы на необходимое (Н) и достаточное (D) условие идентификации.

В первом уравнении три эндогенные переменные: у1, у2 и у3 (Н = 3). В нем отсутствуют экзогенные переменные: х2 и x3 (D = 2). Необходимое условие идентификации D + 1 = Н выполнено.

Для проверки на достаточное условие составим матрицу из коэффициентов при переменных х2 и x3, которые отсутствуют в уравнении (табл. 2.4).

Таблица 2.4

Матрица, состоящая из коэффициентов при переменных х2 и x3

	Уравнения, из которых взяты коэффициенты при переменных
	Отсутствующие переменные

	
	х2
	х3

	2
	a22
	a23

	3
	0
	0


В третьем уравнении переменные х2 и x3 отсутствуют, т.е. коэффициенты при них равны нулю. Так как вторая строка матрицы состоит из нулей, определитель матрицы равен нулю. Значит, достаточное условие идентификации не выполняется, и первое уравнение нельзя считать идентифицируемым.

Во втором уравнении две эндогенные переменные: у1 и у2 (Н = 2). В нем отсутствует экзогенная переменная x1 (D = 1). Необходимое условие идентификации D + 1 = Н выполнено.

Для проверки на достаточное условие составим матрицу из коэффициентов при переменных у3 и x1, которые отсутствуют в уравнении (табл. 2.5).

Таблица 2.5

Матрица, состоящая из коэффициентов при переменных у3 и x1

	Уравнения, из которых взяты коэффициенты при переменных
	Отсутствующие переменные

	
	у3
	х1

	1
	b13
	a11

	3
	-1
	a31


Det A = b13*a31 – (-1*a11) 
[image: image233.wmf]¹
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Определитель матрицы не равен нулю, ранг матрицы равен 2, следовательно, выполняется достаточное условие идентификации, и второе уравнение идентифицируемо.

В третьем уравнении три эндогенные переменные: у1, у2 и у3 (Н = 3). В нем отсутствуют экзогенные переменные: х2 и x3 (D = 2). Необходимое условие идентификации D + 1 = Н выполнено.

Для проверки на достаточное условие составим матрицу из коэффициентов при переменных х2 и x3, которые отсутствуют в уравнении (табл. 2.6).

Таблица 2.6

Матрица, состоящая из коэффициентов при переменных х2 и x3

	Уравнения, из которых взяты коэффициенты при переменных
	Отсутствующие переменные

	
	х2
	х2

	1
	0
	0

	2
	a22
	а23


Согласно таблице определитель матрицы равен нулю (первая строка состоит из нулей). Значит, достаточное условие идентификации не выполняется, и третье уравнение нельзя считать идентифицируемым.

Вывод: исследуемая система неидентифицируема.

Задача 2в

По данным таблицы 2.7, используя косвенный метод наименьших квадратов, построить структурную форму модели вида:

у1 = a01 + b12y2 + a11x1 + 
[image: image234.wmf]e

1
y2 = a02 + b21y1 + a22x2 + 
[image: image235.wmf]e
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Таблица 2.7

	n
	у1
	у2
	x1
	х2

	1
	29,9
	75,3
	2
	8

	2
	89,8
	114,3
	8
	3

	3
	36,3
	66,2
	3
	3

	4
	83,5
	160,2
	6
	19

	5
	112,9
	180,5
	9
	17

	6
	74,5
	97,1
	7
	1


Решение 
Идентифицируемая модель содержит две эндогенные и две экзогенные переменные:

у1 = b12y2 + a11x1 + 
[image: image236.wmf]e

1
y2 = b21y1 + a22x2 + 
[image: image237.wmf]e
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Для построения модели мы располагаем информацией, представленной в табл. 2.8.

Таблица 2.8

Фактические данные для построения модели

	n
	у1
	у2
	x1
	х2

	1
	29,9
	75,3
	2
	8

	2
	89,8
	114,3
	8
	3

	3
	36,3
	66,2
	3
	3

	4
	83,5
	160,2
	6
	19

	5
	112,9
	180,5
	9
	17

	6
	74,5   
	97,1
	7
	1

	Сумма
	426,900
	693,600
	35,000
	51,000

	Среднее значение
	71,150
	115,600
	5,833
	8,500


Структурную модель преобразуем в приведенную форму модели:

у1 = d11x1 + d12x2 + u1;
y2 = d21x1 + d22x2 + u2,

где u1 и u2 – случайные ошибки.

Для каждого уравнения приведенной формы при расчете коэффициентов d можно применить МНК. 

Для упрощения расчетов можно работать с отклонениями от средних уровней  у= у - уср. и  х = х - хср. (уср. и хср. – средние значения). Преобразованные таким образом данные табл. 2.8 сведены в табл. 2.9. Здесь же показаны промежуточные расчеты, необходимые для определения коэффициентов dik.
Таблица 2.9

Преобразованные данные для построения приведенной формы модели

	n
	у1
	у2
	x1
	х2
	у1* x1
	x12
	х1* x2
	у1* x2
	y2* x1
	y2* x2
	х22

	1
	-41,250
	-40,300
	-3,830
	-0,500
	157,988
	14,669
	1,915
	20,625
	154,349
	20,150
	0,250

	2
	18,650
	-1,300
	2,170
	-5,500
	40,471
	4,709
	-11,935
	-102,575
	-2,821
	7,150
	30,250

	3
	-34,850
	-49,400
	-2,830
	-5,500
	98,626
	8,009
	15,565
	191,675
	139,802
	271,700
	30,250

	4
	12,350
	44,600
	0,170
	10,500
	2,100
	0,029
	1,785
	129,675
	7,582
	468,300
	110,250

	5
	41,750
	64,900
	3,170
	8,500
	132,348
	10,049
	26,945
	354,875
	205,733
	551,650
	72,250

	6
	3,350
	-18,500
	1,170
	-7,500
	3,919
	1,369
	-8,775
	-25,125
	-21,645
	138,750
	56,250

	Сумма
	0,000
	0,000
	0,020
	0,000
	435,450
	38,833
	25,500
	569,150
	483,000
	1457,700
	299,500


Для нахождения коэффициентов d1k первого приведенного уравнения можно использовать следующую систему нормальных уравнений:


[image: image238.wmf]å

 у1x1 = d11
[image: image239.wmf]å

x12 + d12 
[image: image240.wmf]å

x1x2; 


[image: image241.wmf]å

y1x2 = d11
[image: image242.wmf]å

x1x2 + d12
[image: image243.wmf]å

x22.

Подставим рассчитанные в табл. 2.9 значения сумм, получим:

435,450 = 38,833d11 + 25,500d12
569,150 = 25,500d11 + 299,500d12

Найдем d11 из первого уравнения приведенной формы модели:
d11 = (435,450 - 25,500d12)/ 38,833.

Подставим это выражение во второе уравнение приведенной модели и найдем d12:

569,150 = 25,500(435,450 - 25,500d12)/ 38,833 + 299,500d12 
569,150 = 285,942 – 16,745d12 + 299,500d12

d12 = 283,208/ 282,755

d12 =  1,002.

Подставим d12  в первое уравнение приведенной модели и найдем d11:

d11 = (435,450 - 25,500*1,002)/ 38,833

d12 = 409,899/ 38,833

d11 = 10,555.

Решение этих уравнений дало значения d11 = 10,555 и d12 = 1,002. Первое уравнение приведенной формы модели имеет вид:

у1 = 10,555x1 + 1,002x2 + u1.

Для нахождения коэффициентов d2k второго приведенного уравнения можно использовать следующую систему нормальных уравнений:


[image: image244.wmf]å

 у2x1 = d21
[image: image245.wmf]å

x12 + d22 
[image: image246.wmf]å

x1x2; 


[image: image247.wmf]å

y2x2 = d21
[image: image248.wmf]å

x1x2 + d22
[image: image249.wmf]å

x22.

Подставим рассчитанные в табл. 2.9 значения сумм, получим:

483,000 = 38,833d21 + 25,500d22
1457,700 = 25,500d21 + 299,500d22

Найдем d21 из первого уравнения приведенной формы модели:
d21 = (483,000 - 25,500d22)/ 38,833.

Подставим это выражение во второе уравнение приведенной модели и найдем d22:

1457,700 = 25,500(483,000 - 25,500d22)/ 38,833 + 299,500d22 
1457,700 = 317,166 – 16,745d12 + 299,500d12

d22 = 1140,534/ 282,755

d22 =  4,034.

Подставим d22  в первое уравнение приведенной модели и найдем d21:

d21 = (483,000 - 25,500*4,034)/ 38,833.

d21 = 380,133/ 38,833
d21 = 9,789.

Решение этих уравнений дало значения d21 = 9,789 и d22 = 4,034. Второе уравнение приведенной формы модели имеет вид:

у2 = 9,789x1 + 4,034x2 + u2.

Для перехода от приведенной формы к структурной формы модели найдем x2 из второго уравнения приведенной формы модели:

x2 = (у2 – 9,789x1)/4,034.

Подставим это выражение в первое уравнение приведенной модели, найдем структурное уравнение. 

у1 = 10,555x1 + 1,002(у2 – 9,789)/4,034 = 10,555x1 + 0,248у2 – 2,432x1 =        = 0,248у2 + 8,123x1
Таким образом, b12 = 0,248; а11 = 8,123.

Найдем x1 из первого уравнения приведенной формы модели для перехода от приведенной формы к структурной форме модели:

х1 = (у1 – 1,002х2)/10,555.

Подставим это выражение во второе уравнение приведенной модели и найдем структурное уравнение. 

у2 = 4,034x2 + 9,789(у1 – 1,002х2)/10,555 = 4,034x2 + 0,927у1 – 0,929x2 =       = 0,927у1 + 3,105x2

Таким образом, b21 = 0,927; а22 = 3,105.

Свободные члены структурной формы находим из уравнений:

А01 = у1,ср. – b12у2,ср.  – а11х1,ср.  = 71,150 - 0,248*115,600 – 8,123*5,833 =         = 71,150 - 28,669 – 47,382 = - 4,901
А02 = у2,ср. – b21у1,ср.  – а22х2,ср.  = 115,600 - 0,927*71,150 – 3,105*8,500 =         = 115,600 - 65,956  – 26,393 = 23,251

Окончательный вид структурной модели:

у1 = а01 + b12y2 + a11x1 + 
[image: image250.wmf]e

1 = - 4,901 + 0,248y2 + 8,123х1 + 
[image: image251.wmf]e

1
y2 = а02 + b21y1 + a22x2 + 
[image: image252.wmf]e

1 = 23,251 + 0,927y1 + 3,105х2 + 
[image: image253.wmf]e
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