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Лекція 10. Закони великих чисел. Двовимірна випадкова величина

План

1. Нерівність Маркова.

2. Нерівність Чебишова.

3. Теорема Бернуллі.

4. Теорема Хінчина і Чебишова.

5. Двовимірна випадкова величина: основні означення.

6. Числові характеристики: математичне сподівання, коваріація, коефіцієнт кореляції.

7. Регресія Y на X. Рівняння лінійної регресії.

8. Властивості коефіцієнта кореляції.

9. Умовне математичне сподівання Y відносно X. Його властивості.

10.  Найкраще наближення Y через X. Теорема про залишкову дисперсію.

11.  Кореляційне відношення і його властивості.

12.  Властивості нормального двовимірного розподілу.

Д.з. 085-116: 561, 564, 565, 570.

Теорема (нерівність Маркова). Для довільного 
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Доведення.
[image: image3.emf]M ∣ X ∣

p

=

∫

−∞

+∞

∣x ∣

p

f ( x) dx=

∫

−∞

− ε

∣ x ∣

p

f ( x ) dx +

∫

−ε

ε

∣ x ∣

p

f ( x ) dx+

∫

ε

+ ∞

∣x ∣

p

f ( x) dx

(середній інтеграл невід'ємне число, і в першому та третьому інтегралах 
[image: image4.emf]∣x ∣

p

≥ε

p

)


[image: image5.emf]ε

p

∫

− ∞

−ε

f ( x ) dx+ε

p

∫

ε

+∞

f ( x ) dx=ε

p

P ( ∣ X ∣ ≥ε ) .

 Це для неперервного розподілу. Очевидно, що аналогічно вийде і для дискретного.

Можна в події замінити знак  на >, бо при цьому ймовірність не збільшиться.  

На практиці часто замість
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  розглядається абсолютне відхилення величини, тобто 
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 візьмемо p=2, тоді для довільного 
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 -- нерівність Чебишова. 

Наслідок: 
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 - для протилежної події. 

З наслідку випливає ймовірнісний зміст дисперсії: чим менша дисперсія тим менша ймовірність, що випадкова величина відхилиться від свого середнього значення.

Приклад. Нехай випадкова величина 
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  -- сума очок, при n киданнях  кубика. За нерівністю Чебишова оцінити  
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За нерівністю Чебишова 
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Зауваження. Обчислення за нерівністю Чебишова можна проводити якщо відомі тільки математичне сподівання та дисперсія, але часом оцінки дуже грубі. Якщо у нерівності Маркова брати р більшим 3;4,..., то оцінки будуть точніші.

Вправа. Отримати з нерівності Маркова нерівність через 
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В даній задачі при великому n за ЦГТ можна вважати розподіл 
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 нормальним із середнім значенням 3,5n та дисперсією 35n/12. Тоді
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при 
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Закон великих чисел

1) Теорема Бернуллі. Нехай 
[image: image26.emf]ν
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 - відносна частота події А у n незалежних випробуваннях, P(A)=p. Тоді для будь-якого  
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Доведення. k – кількість здійснень події А у n незалежних випробуваннях, має розподіл Бернуллі.     Mk=np,  Dk=npq,  (q=1-p),   
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За нерівністю Чебишова 
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Отже, при великій кількості випробувань відносна частота події близька до ймовірності цієї події – це статистичний зміст (статистичне означення) ймовірності.

2) Про середнє значення Х (закон великих чисел, теорема Хінчина).  Якщо 
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Доведення. Позначимо
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  (використана незалежність). За нерівністю  Чебишова 
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Аналогічно доводиться наступне більш загальне твердження.

Теорема Чебишова. Якщо 
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 – попарно незалежні випадкові величини, та існує К>0, таке що 
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Двовимірна випадкова величина

Двовимірна випадкова величина (двовимірний розподіл) – вектор (X,Y), координати якого – дві випадкові величини – X, Y.

Функція розподілу двовимірної випадкової величини має вигляд:


[image: image43.emf]F
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 -- функція двох змінних t, s.

Знаючи функцію двовимірного розподілу, можна знаходити функції розподілів X i Y: 
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, і аналогічно 
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Якщо X,Y–незалежні випадкові величини, то
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для всіх t,s є R, тобто, функція двовимірного розподілу дорівнює добутку функцій  розподілів  Х та Y. Правильно і навпаки, якщо для всіх t,s є R
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, то X, Y – незалежні випадкові величини. 

Дискретна двовимірна випадкова величина – це якщо Х, Y – дискретні випадкові величини і закон розподілу (X,Y) – таблиця
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Додавши ймовірності у кожному рядку таблиці дістанемо закон розподілу випадкової величини X, а додавши ймовірності кожного стовпця отримаємо розподіл Y.
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 В початковій таблиці більше інформації, ніж у законах розподілів для X і Y окремо.

Якщо X, Y – незалежні, то 
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для всіх i,j, і навпаки, якщо виконується дана формула, то X,Y – незалежні. Отже, якщо X і Y незалежні, то можна знайти таблицю двовимірного розподілу при відомих окремих таблицях для Х і Y, перемноживши відповідні ймовірності.

Означення. Двовимірна випадкова величина називається абсолютно неперервною, якщо  існує невід'ємна функція двох змінних f(t,s), що функцію розподілу можна подати у вигляді: 

 EMBED Microsoft Equation 3.0 
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, тоді f(x,y) називається щільністю розподілу (Х,Y).  f(x,y) – функція двох змінних. ЇЇ графік – поверхня у просторі.              z

Властивості щільності                                                                   

1)
[image: image53.emf]f ( x , y )≥0, x ∈ ℝ , y ∈ ℝ

 , тобто графік щільності над площиною Oxy .                                          y   

2)
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 -- геометрично: весь об'єм під графіком щільності  дорівнює 1.

Доведення. цей інтеграл дорівнює 
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Для абсолютно неперервного розподілу функція розподілу F(t,s) є неперервною функцією на площині Ots  і майже всюди існує її змішана похідна 
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, яка і буде, згідно правила знаходження похідної від інтегралу як функції верхньої межі, щільністю розподілу:       
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Знаючи щільність двовимірного розподілу можна знаходити щільності окремих розподілів X та Y:  
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Можна ще й так вивести 
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, звідки слідує, що підкреслений вираз і є щільністю розподілу Х.  

3) Якщо Х,Y – незалежні розподіли, то 
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для всіх t,s є R.                           (*) 

Доведення. 
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Правильно і навпаки, якщо виконується (*), то Х,Y – незалежні розподіли. 

Числові характеристики двовимірної випадкової величини

Математичне сподівання двовимірної випадкової величини – це  числовий вектор, який складається з математичних сподівань Х і Y:        M(X,Y)=(MX, MY).

Відхилення випадкової величини (X,Y) – це випадкова величина (
[image: image63.emf]X
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 – відхилення випадкових величин X та Y відповідно. Можна, згадавши додавання векторів, ще й так записати: (
[image: image65.emf]X
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Кореляційна матриця двовимірного розподілу це числова матриця 
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Коваріація – це число   сov(X,Y)=cov=M(X-MX)(Y-MY)=
[image: image68.emf]0
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Є зручна в деяких випадках формула для коваріації аналогічна другій формулі для дисперсії:

сov(X,Y)=MXY-MX MY.

Доведення. cov=M(XY)-M(XMY)-M(YMX)+MXMY=MXY-MXMY.

Отже, кореляційна матриця:
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.

Коефіцієнт кореляції  це число
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Інші формули для коефіцієнта кореляції: 
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Очевидно, що cov і 
[image: image72.emf]ρ

або одночасно рівні нулю, або одночасно не рівні нулю: cov=0
[image: image73.emf]⇔



 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image74.emf]ρ

=0.

Якщо X, Y – незалежні випадкові величини, то cov = 0 (
[image: image75.emf]ρ

 = 0). Але якщо  cov = 0

(
[image: image76.emf]ρ

=0) то випадкові величини необов'язково незалежні.

Означення. Якщо cov = 0 (
[image: image77.emf]ρ

=0) то випадкові величини X та Y називають некорельованими   і позначають 
[image: image78.emf]X ⊥ Y

. Синонім – лінійно незалежні.

Властивості математичного сподівання та дисперсії можна уточнити: MXY=MXMY і      

D(
[image: image79.emf]X ±Y

)=DX+DY не тільки для незалежних випадкових величин Х, Y, а і для некорельованих. Правильно і навпаки: якщо D(X+Y)=DX+DY, то X, Y – не корельовані розподіли.

Доведення. D(X+Y)=
[image: image80.emf]M ( ( X +Y )−( MX + MY ) )

2

= M ( ( X − MX )+( Y − MY ))

2

=DX+2cov+DY.  

Маємо: D(X+Y)=DX+DY тоді і тільки тоді, коли cov=0, тобто X, Y – некорельовані розподіли.  Аналогічно
[image: image81.emf]D ( X

1

+ X

1

+...+ X

n

)= DX

1

+ DX
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+...+ DX

n

 для попарно некорельованих розподілів 
[image: image82.emf]X

1

, X

2

, ... X

n

. Також закони великих чисел справедливі і для попарно некорельованих розподілів. 

Регресія Y на X. Лінійна регресія 

Можна розглядати різні функції від випадкової величини Х і пробувати наближати ними в.в. Y: 
[image: image83.emf]φ ( Х )≈ Y

. Величина
[image: image84.emf]М ( Y − φ ( X ))

2

 називається похибкою наближення  
[image: image85.emf]φ ( Х )

.Функція 
[image: image86.emf]φ ( Х )

 називається найкращим наближенням Y через Х (регресією Y на Х), якщо її похибка наближення 
[image: image87.emf]М ( Y − φ ( X ))

2

найменша з похибок всіх функцій.

Можна розглядати функції різних типів: лінійні, квадратні тричлени, многочлени, обернену пропорційність і т.п. Часто розглядають лінійні функції: 
[image: image88.emf]φ ( Х )

= aX+b, де a,b – деякі числа.

Найкраще наближення серед лінійних функцій називається лінійною регресією Y на Х . 

Теорема. Лінійна регресія Y на Х це
[image: image89.emf]φ ( Х ) =Y

X

=

σ

Y

σ

X

ρ ( X − MX )+ MY

. ЇЇ похибка дорівнює 
[image: image90.emf]DY ( 1 −ρ

2

)

. 

Доведення. Розглянемо похибки лінійних наближень  
[image: image91.emf]φ ( Х )

=aX+b, де a,b – деякі числа.


[image: image92.emf]М ( Y − φ ( X ))

2

= M ( Y − aX −b )

2

= D ( Y − aX −b )+( M ( Y − aX − b) )

2

. Тут обидва доданки завжди невід’ємні. Мінімізуємо спочатку перший доданок.

D(Y-aX-b)=D(Y-aX)=
[image: image93.emf]M ( Y − aX − M ( Y − aX ) )

2

= M (( Y − MY )− a ( X − MX ) )

2

= a

2DX

− 2a cov+ DY

.

Це квадратний тричлен відносно невідомого а (DX, -2cov, DY – числа, коефіцієнти квадратного тричлена). Парабола вітками вверх, і квадратний тричлен завжди невід’ємний (бо він є дисперсією). Тому мінімум квадратного тричлену буде у вершині параболи, тобто при 
[image: image94.emf]a =
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Тоді перший доданок  D(Y-aX-b)=
[image: image95.emf]ρ σ
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Другий доданок можна з допомогою підбору числа b зробити нулем, а саме:

М(Y-aX-b)=0     
[image: image96.emf]⇔

         MY-aMX-b=0     
[image: image97.emf]⇔

        b=MY-aMX.

Тоді найкраще лінійне наближення матиме вигляд


[image: image98.emf]φ ( Х ) =aX + b= aX + MY −aMX =a ( X − MX )+ MY =

σ

Y

σ

X

ρ ( X − MX )+ MY

. 

Його похибка співпадатиме з похибкою першого доданка. Теорема доведена.

Властивості коефіцієнта кореляції

1. 
[image: image99.wmf]1

|

|

£

r

 (наслідок теореми, бо похибка наближення невід'ємна).

2. Якщо X, Y незалежні, то 
[image: image100.wmf]0

=

r

, але навпаки  при
[image: image101.emf]ρ=0

розподіли Х, Y не обов'язково незалежні, а можуть бути тільки некорельованими 
[image: image102.emf]X ⊥ Y

.    

3. Якщо 
[image: image103.wmf]1
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,  то Y є лінійною функцією від Х (наслідок теореми, тоді похибка буде нулем), тобто        Y  = aX + b  (точніше Р(Y  = aX + b) =1).

4. 
[image: image104.wmf]|
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 характеризує тісноту лінійної залежності, якщо 
[image: image105.emf]∣ ρ ∣ > 0,85

, то кажуть сильна  лінійна залежність, якщо 
[image: image106.emf]0,5< ∣ ρ ∣ <0,85

 - середня, якщо 
[image: image107.emf]∣ ρ ∣ < 0,5

 - слабка.

5. Якщо 
[image: image108.emf]ρ>0

, то  пряма лінійна залежність (при зростанні X зростає в середньому й Y). Якщо 
[image: image109.emf]ρ<0

  – непряма лінійна залежність (при зростанні X в середньому спадає Y). 

Задача 1. Задано закон розподілу двовимірної випадкової величини (Х,Y). Знайти М(Х,У), 
[image: image110.wmf]r

, рівняння лінійної регресії Y на X. Зобразити графічно.

	X        \           Y
	1
	2
	3
	Разом

	0
	0,2
	0,1
	
	0,3

	1
	0,1
	0,2
	0,1
	0,4

	2
	
	0,1
	0,2
	0,3

	Разом
	0,3
	0,4
	0,3
	1


	X
	0
	1
	2

	P
	0,3
	0,4
	0,3


	Y
	1
	2
	3

	P
	0,3
	0,4
	0,3


 Порівнявши окремі закони розподілу Х та Y бачимо, що можна скоротити обчислення, бо можна записати: Y=Х+1. Тоді  
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 
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Оскільки 
[image: image125.wmf]3
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 не дуже близький до 1, то лінійний зв’язок середньої тісноти,  прямий.   

 EMBED Microsoft Equation 3.0 
[image: image126.emf]φ ( Х ) =Y
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 -- лінійна регресія Y на Х. 
[image: image127.emf]Y
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- рівняння          лінійної регресії. 

Похибка наближення: 
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Невеликий дисперсійний аналіз: 
[image: image129.emf]Y

X

=φ ( X )

-- випадкова величина. Знайдемо її числові характеристики.
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image131.emf]⇔



 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image132.emf]M ( Y −Y
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,
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[image: image134.emf]D ( Y −Y
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,
[image: image135.emf]DY = DY
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)

, але 
[image: image136.emf]Y =Y
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. Позначимо 
[image: image137.emf]Z =Y −Y

X

.

Отже, ми розклали випадкову величину Y на суму двох випадкових величин:
[image: image138.emf]Y

X

-- функції від Х і Z. Оскільки, дисперсія Y розпалась на суму дисперсій, то ці доданки є некорельованими.  Неважко показати, що другий доданок Z є некорельованим також і з розподілом Х (Вправа).

Отже, 
[image: image139.emf]Y =Y

X

+ Z

, де 
[image: image140.emf]Y

X

 – є функцією (в даному випадку лінійною) від Х, а Z – некорельована з Х (
[image: image141.emf]Z ⊥ X

)  і   
[image: image142.emf]DY = DY

X

+ DZ

,  де 
[image: image143.emf]DZ = D ( Y −Y

X

)

 -- похибка лінійної регресії.

Умовне математичне сподівання Y відносно X (умовне середнє значення Y відносно X)

Означення. Для дискретного сумісного розподілу (X,Y)  умовне математичне сподівання Y відносно X позначають  MХY – функція від розподілу Х (
[image: image144.emf]φ ( Х )

), яка кожному можливому значенню 
[image: image145.emf]Х = х

і

 ставить у відповідність (прогнозує для в.в.Y) середнє значення з усіх можливих значень в.в.Y при умові, що вже сталась подія 
[image: image146.emf]Х = х

і

, яке позначається   
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[image: image150.emf]X = x

1

X = x

1

M

X = x

1

Y = y

¿

Y = y

1

¿ + y

¿

Y = y

2

¿+ ...= y

1

P ( X = x

1

, Y = y

1

)

P ( X = x

1

)

+ y

2

P ( X = x

1

, Y = y

2

)

P ( X = x

1

)

+..

=

=
[image: image151.emf]y
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[image: image153.emf]φ ( х

1

)

-- тобто, обчислюється по першому рядочку двовимірної таблиці. Аналогічно 
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[image: image155.emf]φ ( х
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 – по другому рядочку двовимірної таблиці, і т.д.  MХY  – це дискретний розподіл.

Означення. Для абсолютно неперервних розподілів умовне математичне сподівання MХY  – функція  від розподілу Х (
[image: image156.emf]φ ( Х )

), яка при кожному можливому значенні х розподілу Х набуває такого значення
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- середнє значення Y при умові, що Х=х. MХY  – це неперервний розподіл.  

Приклад. Для розподілу із зад.1 знайти закон розподілу умовного мат. сподівання Y відносно Х.
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Властивості MXY

1.  М(MХY)= MY.

Доведення. 
[image: image164.emf]MM
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2. Якщо X, Y  - незалежні випадкові величини, то MXY = MY – стала випадкова величина.

Доведення. Нагадування: якщо А, В незалежні  то 
[image: image166.emf]Р
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.

При 
[image: image167.emf]Х = х
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. Аналогічно для всіх інших значень Х.

Навпаки, якщо  MXY=сonst, тобто, значення розподілу Х не впливають на середнє середнє значення Y,    то розподіл  Y називають кореляційно незалежним від розподілу Х. Це поняття не є симетричним на відміну від понять некорельованості та незалежності.

3. Якщо Y є функцією від Х  (
[image: image169.emf]Y =φ ( Х )

), то MХY=
[image: image170.emf]φ ( Х )

=Y, тобто умовне мат. сподівання якраз буде цією функцією, буде найкращим наближенням. Маємо формулу


[image: image171.emf]M
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 -- подібна на формулу математичного сподівання сталої.

Доведення. Якщо
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, тоді
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Ще дві властивості без доведення.

4.
[image: image176.emf]M
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5. Якщо 
[image: image177.emf]g ( X )

- деяка функція від Х, то


[image: image178.emf]M
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, тобто, функція від Х виноситься з умовного

 математичного сподівання як сталий множник.

Теорема 2. Найкращим наближенням Y через X(регресією Y на X) є умовне мат. сподівання 
[image: image179.wmf]Y
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.

Доведення. Для довільної функції  
[image: image180.emf]φ ( Х )

 розглянемо її похибку наближення 

 EMBED Microsoft Equation 3.0 
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другий доданок дорівнює нулю, бо, позначивши 
[image: image183.emf]g ( X )= M
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Y −φ ( X )

, можна так розписати другий доданок 
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[image: image186.emf]M ( Y − M
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Y )

2
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.

Отже, найменша можлива похибка буде при 
[image: image187.emf]φ ( X ) = M

X

Y

. 

Означення. Найменшу похибку наближення називають залишковою дисперсією 
[image: image188.emf]D

cX

= D

c

= M ( Y − M

X

Y )

2

=
[image: image189.emf]D ( Y − M

X

Y )

.

Властивість залишкової дисперсії:
[image: image190.emf]DY = D

c

+ DM

X

Y

.

Доведення. Якщо в доведенні теореми 2 взяти 
[image: image191.emf]φ ( Х ) = MY

=const, тоді отримаємо

DY=
[image: image192.emf]M ( Y − MY )

2
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Y

.

Можна записати 
[image: image193.emf]Y = M

X

Y + ( Y − M

X

Y )

, тобто, ми подали в.в. Y  у вигляді суми двох доданків так, що дисперсія Y знову (як і при лінійній регресії) розпалась на суму дисперсій. Але ці доданки 
[image: image194.emf]M

X

Y

 і 
[image: image195.emf]Z = ( Y − M

X

Y )

 є не тільки некорельованими, але ще й Z є кореляційно незалежним від 
[image: image196.emf]M

X

Y

 і від Х. Весь вплив розподілу Х на розподіл Y зосереджений в доданку 
[image: image197.emf]M

X

Y

, який є функцією від Х, а доданок Z  -- вже кореляційно незалежний від першого доданку і від розподілу Х.

Для залишкової дисперсії маємо формулу:  
[image: image198.emf]D

c

= DY − DM

X
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DY
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.

Означення. Вираз 
[image: image199.emf]η

X

Y = η=

√

DM

X

Y

DY

називається кореляційним відношенням Y на X.

Тоді, похибку найкращого наближення можна записати через
[image: image200.emf]η

:  
[image: image201.emf]M ( Y − M
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Y )

2

= D
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= DY
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)


(аналогічно як похибку лінійної регресії через коефіцієнт кореляції 
[image: image202.emf]ρ

).

Властивості кореляційного відношення

1. 
[image: image203.emf]0 ≤η≤1

( наслідок теореми 2).

2. Якщо X, Y – незалежні, то 
[image: image204.emf]η=0

.

3. Якщо
[image: image205.emf]η=0

, то розподіл Y- кореляційно незалежний від розподілу Х.

Доведення. Якщо X і Y незалежні, то за другою властивістю MХY стала, а для сталої дисперсія дорівнює нулю.

 Якщо 
[image: image206.emf]η=0

, то 
[image: image207.emf]D ( M

Х

Y )= 0



 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image208.emf]⇔

 MХY- стала, тобто, значення випадкової величини X не впливають на середнє значення випадкової величини Y.

4. Y є функцією Х, тоді і тільки тоді, коли
[image: image209.emf]η=1

, оскільки лише тоді похибка наближення буде дорівнювати 0. Отже,
[image: image210.emf]η

  характеризує ступінь залежності Y та X. Чим ближче 
[image: image211.emf]η

 до 1, тим сильніша залежність.

5. 
[image: image212.emf]∣ ρ ∣ ≤ η

тому, що похибка лінійного наближення не менша, ніж похибка найкращого з наближень:  
[image: image213.emf]DY ( 1 −η

2

) ≤ DY ( 1−ρ

2

)

то 
[image: image214.emf]ρ

2

≤ η

2

.

Якщо 
[image: image215.emf]∣ ρ ∣ = η

, то це означає, що лінійне наближення і найкраще наближення співпадають: MХY=YХ (наслідок теореми).

Отже ми розрізняємо три поняття слабкості зв'язку між розподілами:

1) Лінійна незалежність або некорельованість
[image: image216.emf]Y ⊥ X



 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image217.emf]⇔



 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image218.emf]ρ=0 ⇔ cov=0 ⇔ Y

X

=const = MY

- поняття симетричне.

2) Кореляційна незалежність Y від Х
[image: image219.emf]⇔ η

Х

Y = 0 ⇔ M

X

Y = const = MY

- несиметричне поняття.

3) Незалежність X та Y
[image: image220.emf]⇔ p
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x
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, для всіх i , j ⇔ F

X , Y

( t , s )= F
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Y

( s ) , для всіх t , s ⇔



[image: image221.emf]⇔ f

X , Y

( t , s )= f

X

( t ) ⋅ f

Y

( s ) , для всіх t , s

-- симетричне поняття.

Із 3)
[image: image222.emf]⇒

2) 
[image: image223.emf]⇒

1).

Приклад. Знайти 
[image: image224.emf]η

, 
[image: image225.emf]D

с

, охарактеризувати зв'язок X та Y для попередньої задачі.
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[image: image228.emf]DY = 0,6

.
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MХY =MY =2,    
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. Оскільки 
[image: image237.emf]ρ= η

, то найкраще наближення є лінійне: 
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Сумісний нормальний розподіл

Означення. Нехай 
[image: image240.wmf]x

 (ксі) та 
[image: image241.emf]η

 - незалежні стандартні нормальні розподіли N(0;1).
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[image: image243.emf]Y =c ξ +d η + y

0
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 -- числа.  

Тоді (X,Y) – двовимірний (сумісний) нормальний розподіл. Має 6 параметрів.
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[image: image251.emf]D ξ = M ξ

2

−0 =1

, аналогічно
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Щільність двовимірного нормального розподілу має вигляд (без доведення):
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Властивості нормальних розподілів

1. Якщо X і Y нормальні розподіли, то це тоді і тільки тоді, коли (X,Y) – двовимірний нормальний розподіл.

2. Якщо X і Y нормальні розподіли та 
[image: image255.wmf]0

=

r

, то X і Y – незалежні. Отже, для нормальних розподілів всі поняття слабкості зв'язку співпадають. Доведення. Якщо 
[image: image256.wmf]0

=

r

, то щільність 

f(x,y) розіб’ється на добуток щільностей, а це означає, що розподіли незалежні.

3. Якщо Х і Y нормальні, то найкраще наближення Y через X є лінійним:


[image: image257.emf]∣ ρ ∣ = η

,      
[image: image258.emf]M
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.

Це можна довести, використовуючи формулу щільності сумісного нормального розподілу f(x,y) і формулу MХY для неперервної випадкової величини. Отже, для нормальних розподілів справді  
[image: image259.wmf]|

|

r

 є також мірою кореляційної залежності, а  не лише лінійної, оскільки він завжди дорівнює 
[image: image260.emf]η

.
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