http://antibotan.com/ - Всеукраїнський студентський архів


1. Дослідом будемо називати спостереження будь-якого явища при виконанні деякої cталої сукупності умов
Неможлива подія – це така подія, яка в даному досліді не може відбутись. Позначається Ø.

Достовірна  подія – це така подія, яка обов'язково відбувається в даному досліді. Позначається Ω.

Протилежною подією до події А називають, таку подію, яка полягає в тому, що подія А не відбувається. Позначається 
[image: image1.emf]̄
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2. Сумою сукупності подій А1,А2, ...,An  називається така подія, яка полягає в тому, що відбудеться хоча б одна з подій цієї сукупності. Позначається:    А1+A2+...+An.

Добутком двох подій А і В наз. така подія, яка полягає в тому, що відбуваються обидві події А і В. Позначається:       АВ=А∩В= А*В.

Різницею подій А і В називається подія, яка полягає в тому, що відбулася подія А та не відбулася подія В. Позначається: А\В.  Очевидно  А\В=
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Події А і В наз. несумісними, якщо вони не можуть відбутися разом, тобто виконання однієї з них виключає виконання іншої. Тоді очевидно   АВ=Ø.      

Якщо хоча б одна з них обов'язково відбувається ( А1+А2+…+ Аn =  Ω ), то кажуть, що події А1, А2, ..., Аn  утворюють повну групу несумісних подій. Їх може бути нескінченна кількість.

3. Нехай при n дослідах подія А відбулася рівно k разів. Це число k називається частотою події А, відносною  частотою називається число – k/n. Позначається відносна частота:        ν n(A)=ν(A)=k/n.

Очевидні властивості відносних частот.

1) ν(Ø)=0/n=0

2) ν(Ω)=n/n=1

3) 0≤ν(A)≤1   (0≤k≤n), або у відсотках      0%≤ν(A)≤100%

4) Якщо події А і В – несумісні, то ν(A+B)=ν(A)+ν(B).

4. статистичне означення ймовірності події:             P(A)=
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Ймовірність події А є мірою частоти події А:  якщо P(A)=30%, то це означає, що якщо провести дуже багато дослідів, то подія А трапиться приблизно в 30% цих дослідів.  

Аксіоми теорії ймовірностей:

1) Р(Ø)=0

2) Р(Ω)=1

3) 0≤Р(A)≤1 (інколи виражають у відсотках  0%≤Р(A)≤100%)

4) Якщо А і В несумісні, то  Р(А+В)=Р(А)+Р(В). 
5. Властивості йм.:

Р(
[image: image4.emf]̄

A

)=1-Р(А)                         
Р(А\В)=Р(А)-Р(А*В)
Р(А+В)=Р(А)+Р(В)-Р(А*В) –формула для додавання ймовірностей будь-яких подій.
6. Щоб знайти відносну частоту події В при умові що відбулась подія А потрібно враховувати не всі досліди, а тільки ті з них, в яких відбулась подія А. Ця частота називається умовною частотою події В при умові А  і позначається 
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(B) – формула множення відносних частот. 

 Умовною ймовірністю події В відносно події А називають ймовірність події В, при умові, що подія А відбулася.

РА(В)=
[image: image7.emf]Р ( А ∗В )

Р ( А)

з – це формула для умовної ймовірності.

7. Дві події називаються незалежними , якщо поява однієї з них не змінює ймовірності другої події: PВ(А)=Р(А).

 Дві події називаються залежними, якщо поява однієї з них впливає на ймовірність другої .                          РВ(А)≠Р(А)-залежні

Р(А*В)=Р(А)*Р(В) – формула множення для незалежних подій 

8. Простий дослід – це такий, який може закінчуватись n рівно можливих несумісних шансів.

Геометрична йм. – інколи загал. кількість шансів і кількість сприятливих є нескінченними.

9. Правила комбінаторики:

правило множення: 
n1*n2  
Кількість розміщень з n елементів по k. 
Akn = n!/(n-k)!

Кількість перестановок з n елементів
Pn = Апn = n!/(n-n)! = n!

Кількість комбінацій з n елементів по k. 
Ckn = Akn/k! = (n!/(n-k)!)/k! = n!/((n-k)! k!) 

10. Р(А)=Р(Н1)РН1(А)+ Р(Н2)РН2(А)+…+ Р(Нn)Рнn(А) – формула повної ймовірності. 

РА(Нк)=
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 - формула Байєса

11.   Нехай проводиться n незалежних однакових дослідів – повторні випробування. 

Pn(к)=Ckn pk q n - k  – формула Бернуллі (q=1-p – ймовірність протилежної події).

12. Наближені формули до формули Бернуллі

Фомула Пуассона
Рn(к)≈  
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  , де  
[image: image10.emf]λ

=n*p
Локальна формула Лапласа
Коли п –дуже велике, а  пр
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  . Тоді       Рn(k) ≈
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Складені таблиці значень функції 
[image: image15.emf]φ ( x )
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Інтегральна формула Лапласа
Позначимо Рn(k1,k2) ймовірність того, що подія А станеться в n випробуваннях k разів, де k1≤k≤k2. Тоді                     Рn(k1, k2)≈ Ф(х2) – Ф(х1)

 Ця формула використовується, коли np близьке до k1 і k2 .
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 – функція Лапласа, таблична. 

13. Величина Х називається випадковою величиною (випадковим розподілом, розподілом), якщо в результаті досліду вона може набувати різних числових значень в залежності від випадку. 

Для будь-якого дійсного числа t можна розглядати подію Х< t і  знаходити ймовірність цієї події: Р(Х<t)  -- ймовірність того, що Х<t. При різних t ймовірності будуть різні, тобто, отримаємо функцію від t, що називається функцією розподілу випадкової величини:

14. Для будь-якого дійсного числа t можна розглядати подію Х< t і  знаходити ймовірність цієї події: Р(Х<t)  -- ймовірність того, що Х<t. При різних t ймовірності будуть різні, тобто, отримаємо функцію від t, що називається функцією розподілу випадкової величини:

 

F(t)=FХ(t)=P(Х<t) – означення функції розподілу  

випадкової величини Х.

 Графік закону розподілу називається многокутником або полігоном розподілу.
15. Випадкова величина ξ називається абсолютно неперервною, якщо її функція розподілу допускає представлення , де — невід'ємна інтегровна за Лебегом функція. Функція називається функцією густини імовірності випадкової величини ξ.
16. Математичним сподіванням або середнім значенням   дискретної випадкової величини називають число, яке обчислюється за формулою: 
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Із статистичного змісту середнього значення випливають властивості

1. МС=С (С – стала випадкова величина)

2. Якщо X ≥ 0, тобто Р(X ≥ 0)=1, то МХ ≥ 0

3. Якщо Х ≥ Y, тобто Р(Х ≥ Y)=1, то МХ ≥ МY

4. Р(а ≤ X ≤ b)=1, то МХ є [а; b]

5. М(X+С)=МХ+С  (С– стала випадкова величина)

6. М(с∙X)=c∙МХ, c – число 

7. М(X+Y)=МХ+МY

8. М(X-Y)=МХ-МY

9. М(с1X1+с2X2+…+сnXn)=c1MX1+c2MX2+…cnMXn ,  с1,с2,...,сn – числа 

10. Якщо X, Y – незалежні випадкові величини ( тобто, для будь-яких чисел t, s      

 Р((X<t)∙(Y<s))=P(X<t)∙(Y<s)), тоді    М(ХY)=МХ∙М Y 

11. Якщо випадкові величини X1, X2 ,..., Xn незалежні в сукупності, то 

М(X1 ∙X2 ∙…∙Xn)=МХ1∙МХ2∙…∙МХn
12. Нехай X – дискретна випадкова величина. Y=g(X) – теж випадкова величина (g – дійсна функція дійсного аргументу). Тоді   Mg(X)=g(x1)∙р1+g(x2)∙p2+...

13. Нехай X – неперервна випадкова величина, Y=g(X), тоді  
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17.  Дисперсією випадкової величини називають математичне сподівання квадрату її відхилення.      
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Властивості дисперсії

           -  DX≥0

           -   DX=MX2-(MX)2 
Доведення. DX=M(X-MX)2=M(X2-2X∙MX+(MX)2)=MX2-2MX∙MX+(MX)2=MX2-(MX)2 
Врахувавши вл.1, отримуємо, що             MX2≥(MX)2

·   DC=0
          -     D(Х+c)=DX

       -    D(сX)=с2DX

   D(сX)=M(сX-MсX)2=M(с2(X-MX)2)=с2 ∙DX
Якщо Х, Y – незалежні випадкові величини, то   D(Х±Y)=DX+DY.

Доведення. D(X±Y)=(вл.2)=M(X±Y)2-(M(X±Y))2=MX2 ±2МХМY+MY2 - (MX)2 
[image: image25.emf]∓ ¿



 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image26.emf]∓ ¿

2МХМY – (MY)2=DX+DY.

(Тут використана властивість математичного сподівання добутку незалежних випадкових величин  M(X∙Y)=MX∙MY.) 

      Якщо Х1,…, Хn – попарно незалежні випадкові величини, то 

D(Х1+…+ Хn)=DХ1+…+DХn   (доводиться аналогічно).

18. Моментом (початковим моментом) порядку к називають число mk=MXk
Асиметрією випадкової величини Х називають число АsX= μ3 /
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Ексцесом випадкової величини Х називають число ЕхХ= μ4 /
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Медіаною випадкової величини Х називають число Т=МеХ, для якого ймовірність 

Квантилем рівня   називають таке число Т, що виконується формулa 

Модою дискретної випадкової величини називають найбільш імовірне її значення, 
19.   Рівномірний розподіл на відрізку [a, b] (чи з параметрами a, b) – це абсолютно неперервна випадкова величина з такою щільністю:

                        f(x)=            
[image: image29.emf]0, x< a
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20. Кажуть, що випадкова величина має стандартний нормальний розподіл, якщо її щільність  дорівнює:  f(x)=φ(x)=
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Стандартний нормальний розподіл позначається  N(0,1). 

Відомо що, 
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. Отже, ця функція дійсно є щільністю.

21. Випадкова величина Y називається нормально розподіленою з параметрами a, σ 2, якщо 

Y= a+ σX, де X – вип. величина , що має стандартний нормальний розподіл.(
[image: image32.emf]a ∈ ℝ , σ ≠0

 .)

Параметри нормального розподілу – це його математичне  сподівання (середнє значення) та дисперсія: a=MX, σ =
[image: image33.emf]σ
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21.Властивості нормальних розподілів

1.Клас нормальних розподілів інваріантний відносно лінійних замін випадкової величини, тобто, якщо Х – нормальний розподіл, то сХ+d – також  нормальний, при с
[image: image34.wmf].
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2.Якщо Х1,Х2,…,Хn  – нормальні розподіли, то Х1+Х2+…+Хn – також нормальний розподіл, якщо не вийде сталий розподіл (без доведення).  Центральна гранична теорема ЛяпуноваІз центральної граничної теореми випливає поширеність нормального розподілу у природі. На випадкову величину, що зустрічається на практиці іноді впливає велика кількість мало залежних причин, кожна з яких вносить невеликий вклад у цю випадкову величину, тоді, за центральною граничною теоремою її розподіл має бути близьким до нормального.

22. Показниковий розподіл
Випадкова величина називається показниково розподіленою з параметром  >якщо її функція розподілу має вигляд                                              

Теорема: показниковий розподіл описує тривалість існування нестаріючих елементів, тобто, якщо елемент проіснував час t, то ймовірність того, що він проіснує ще час 
[image: image35.wmf]t

D

 така ж як і для нового елемента.

   числові характеристики показникового розподілу:
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23. . Біноміальний розподіл (Бернуллі)

Такий розподіл має випадкова величина  Х –  кількість успіхів у n незалежних випробуваннях, (або якщо розглядається  n незалежних подій з однаковими  ймовірностями p, то Х – кількість подій, що сталися). Можливі значення: 0, 1, 2, 3, ..., n. Ймовірність кожного значення обчислюється за формулою Бернуллі  

24. Розподіл Пуассона

  Розподіл Пуассона описує рідкісні події. Він є граничним розподілом для біноміального, якщо p мале, а  n велике. (Згадаємо формулу Пуассона.) 

Найпростіший потік

Нехай час від часу відбуваються випадкові події певного типу, наприклад, телефонні виклики, автомобільні аварії і т. п. Послідовність моментів настання таких подій називається випадковим потоком.Потік називається найпростішим, якщо виконуються умови:

1) кількості подій, які відбудуться на несумісних інтервалах часу незалежні;

2) ймовірність настання в нескінченно малий проміжок часу 
[image: image41.emf]Δ t

(
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) двох і більше подій можна вважати нулем.

25. Гіпергеометричний розподіл

Нехай є сукупність N елементів, з яких М елементів мічені, а решта N-M елементів не мічені. Із сукупності вибирають n елементів. Х – кількість мічених елементів серед вибраних. Такий розподіл називають гіпергеометричним. 

З допомогою комбінаторики знаходимо P(X=k)=
[image: image43.emf]C
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 для всіх можливих значень k, тобто при 
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Геометричний розподіл

Геометричний розподіл – це розподіл кількості промахів до першого успіху при повторних незалежних випробуваннях. Можливі значення: 0, 1, 2, ... .

Геометричний розподіл є дискретним аналогом показникового: згадаємо, що показниковим розподілом є час до наступної події при найпростішому потоці подій і співставимо з геометричним розподілом – кількістю випробувань до першого успіху.  

26. Теорема (нерівність Маркова). Для довільного 
[image: image45.wmf]0

>

e

, р>0 і для довільної випадкової величини Х виконується 
[image: image46.emf]P (∣ X ∣ ≥ε )≤

M ∣ X ∣
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p

.


[image: image47.emf]ε> 0
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 -- нерівність Чебишова. 

З наслідку випливає ймовірнісний зміст дисперсії: чим менша дисперсія тим менша ймовірність, що випадкова величина відхилиться від свого середнього значення.

27) Теорема Бернуллі. Нехай 
[image: image49.emf]ν

n

=

k

n

 - відносна частота події А у n незалежних випробуваннях, P(A)=p. Тоді для будь-якого  
[image: image50.wmf]0

>

e

, 
[image: image51.emf]lim

n → ∞
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(

∣
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.  

при великій кількості випробувань відносна частота події близька до ймовірності цієї події – це статистичний зміст (статистичне означення) ймовірності.

2) Про середнє значення Х (закон великих чисел, теорема Хінчина).  Якщо 
[image: image52.emf]Х

1

, Х

2

, ... , Х

n

 – попарно незалежні однаково розподілені величини із скінченим математичним сподіванням а та з скінченною дисперсією, то для будь-якого  
[image: image53.wmf]0

>

e

 виконується

Теорема Чебишова. Якщо 
[image: image54.emf]Х

1

, Х

2

, ... , Х

n

 – попарно незалежні випадкові величини, та існує К>0, таке що 
[image: image55.emf]DX

i

≤ K


28. Двовимірна випадкова величина (двовимірний розподіл) – вектор (X,Y), координати якого – дві випадкові величини – X, Y.

Функція розподілу двовимірної випадкової величини має вигляд:


[image: image56.emf]F

( X ,Y )

( t , s ) = F ( t , s )= P ( X <t , Y < s )

 -- функція двох змінних t, s.

29. Числові характеристики двовимірної випадкової величини
Математичне сподівання двовимірної випадкової величини – це  числовий вектор, який складається з математичних сподівань Х і Y:        M(X,Y)=(MX, MY).

Відхилення випадкової величини (X,Y) – це випадкова величина (
[image: image57.emf]X

0

, Y

0

), де 
[image: image58.emf]X

0

= X − MX , Y

0

=Y − MY

 – відхилення випадкових величин X та Y відповідно. 

Коефіцієнт кореляції  це число
[image: image59.emf]ρ

( X ,Y )

=ρ=

cov

σ

X

σ

Y

.

30. Регресія Y на X. Лінійна регресія 

Можна розглядати різні функції від випадкової величини Х і пробувати наближати ними в.в. Y: 
[image: image60.emf]φ ( Х )≈ Y

. Величина
[image: image61.emf]М ( Y − φ ( X ))

2

 називається похибкою наближення  
[image: image62.emf]φ ( Х )

.Функція 
[image: image63.emf]φ ( Х )

 називається найкращим наближенням Y через Х (регресією Y на Х), якщо її похибка наближення 
[image: image64.emf]М ( Y − φ ( X ))

2

найменша з похибок всіх функцій.

Найкраще наближення серед лінійних функцій називається лінійною регресією Y на Х . 

Теорема. Лінійна регресія Y на Х це
[image: image65.emf]φ ( Х ) =Y

X

=

σ

Y

σ

X

ρ ( X − MX )+ MY

. 

31. Умовне математичне сподівання Y відносно X (умовне середнє значення Y відносно X)

Означення. Для дискретного сумісного розподілу (X,Y)  умовне математичне сподівання Y відносно X позначають  MХY – функція від розподілу Х (
[image: image66.emf]φ ( Х )

), яка кожному можливому значенню 
[image: image67.emf]Х = х

і

 ставить у відповідність (прогнозує для в.в.Y) середнє значення з усіх можливих значень в.в.Y при умові, що вже сталась подія 
[image: image68.emf]Х = х

і

, яке позначається   
[image: image69.emf]M

X = x

i

Y

.

Для абсолютно неперервних розподілів умовне математичне сподівання MХY  – функція  від розподілу Х (
[image: image70.emf]φ ( Х )

), яка при кожному можливому значенні х розподілу Х набуває такого значення
[image: image71.wmf](
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- середнє значення Y при умові, що Х=х. MХY  – це неперервний розподіл.  

.

Властивості MXY

1.  М(MХY)= MY.

2.  Якщо X, Y  - незалежні випадкові величини, то MXY = MY – стала випадкова величина.

4.
[image: image72.emf]M

X

( Y ± Z )= M

X

Y ± M

X

Z

.

5. Якщо 
[image: image73.emf]g ( X )

- деяка функція від Х, то


[image: image74.emf]M

X

( g ( X ) Y ) = g ( X ) M

X

Y

, тобто, функція від Х виноситься з умовного

 математичного сподівання як сталий множник.

можна запропонувати багато оцінок. 
[image: image75.wmf]2
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 − міра розсіювання оцінки  
[image: image76.wmf]Ù

q

 відносно параметра 
[image: image77.wmf]q

 .

35. . Оцінка 
[image: image78.wmf]Ù

q

 називається незміщеною(незсуненою) оцінкою параметра 
[image: image79.wmf]q

, якщо 
[image: image80.emf]M

̂

θ =θ

.

Властивість незміщеної оцінки. Міра розсіювання незміщеної оцінки відносно параметра це дисперсія цієї оцінки:
[image: image81.emf]M (

̂

θ −θ )

2
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̂

θ )

2

= D

̂

θ

.
34. Незміщену оцінку 
[image: image82.emf]̂

θ

 параметра  називають його найкращою незміщеною оцінкою (ефективною оцінкою), якщо вона має мінімально можливу дисперсію:
[image: image83.emf]D

̂

θ = M (

̂

θ −θ )

2

, тоді, згідно теореми, 
[image: image84.emf]D

̂

θ

 буде найменша можлива міра розсіювання.

3. Часто розглядають послідовність оцінок 
[image: image85.emf]̂

θ

n

= h

n

( x

1

, x

2

, ... , x

n

)

, де  n=1,2,3,... – об'єм вибірки, який можна змінювати (приклади ті самі). 

4. Послідовність оцінок 
[image: image86.emf]̂

θ

n

, n =1,2,. ..

називається конзистентною (змістовною) послідовністю оцінок параметра 
[image: image87.wmf]q

, якщо для будь-якого 
[image: image88.wmf]0

>
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[image: image89.emf]P (∣

̂

θ

n

−θ ∣ <ε ) → 1, n → ∞

.

 можна брати деже малим 0,01; 0,0001 і т.д., тобто ця властивість означає  що ймовірність того, що
[image: image90.emf]̂

θ

n

як завгодно мало відхилиться від 
[image: image91.emf]̂

θ

n

є ()) близька до одиниці при достатньо великих n. Така збіжність називається збіжність за імовірністю і позначається 
[image: image92.emf]̂

θ

n

→ θ , n → ∞

 за імов. Послідовність оцінок 
[image: image93.emf]̂

θ

n

, n =1,2,. ..

називається сильно конзистентною послідовністю оцінок параметра , якщо 
[image: image94.emf]P (

̂

θ

n

→ θ , n → ∞) =1

. Тобто розподіл 
[image: image95.emf]̂

θ

n

наближається до сталої величини  при великих n.

1. Оцінка ймовірності події

Нехай в n випробуваннях подія А відбулася k разів. Треба оцінити ймовірність події А: p=P(A).Розглянемо таку оцінку  
[image: image96.wmf])
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  – відносну частоту події А.  
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36. . Оцінка дисперсії при відомому математичному сподіванні 

Нехай  МХ = а  –  відоме число і DX – скінченна (невідома).


[image: image98.wmf](

)

2

1

1

a

x

n

D

i

n

i

-

S

=

=

Ù

=
[image: image99.emf]( x− a )
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Властивості.   а) незміщена.

Доведення. 
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[image: image101.emf]1
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 2) сильно конзистентна.

37. 38. Методи побудови оцінок 

Емпіричні (вибіркові) оцінки

Емпіричною функцією розподілу називають таку функцію F*n(t), яка визначає для кожного t відносну частоту події (Х<t) на основі вибірки, тобто F*n(t) =
[image: image102.emf]n

t

n

, де:
[image: image103.emf]n

t

 – кількість значень вибірки менших за t. Це оцінка функції розподілу:  
[image: image104.emf]̂

F ( t )

= F*n(t).

        Цей розподіл X', що відповідає емпіричній функції розподілу F*n(t) називається емпіричним або вибірковим розподілом. Вибірковий закон розподілу X' або відповідність між варіантами та їх частотами називають також ще дискретним варіаційним чи статистичним рядом. 

Графік дискретного варіаційного ряду називається полігоном розподілу.

Якщо розподіл Х є неперервним і обсяг вибірки великий (
[image: image105.emf]n ≥50

), то значення групують по проміжках. Відповідність між проміжками групування та їх частотами називається інтервальним варіаційним рядом. 

За інтервальним варіаційним рядом можна знаходити вибіркові числові оцінки параметрів розподілу тільки приблизно (при групуванні частина інформації втрачається). Для цього вводять 
[image: image106.emf]х '

i

як середини проміжків: 
[image: image107.emf]х '

i
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) / 2

.

Можна знаходити вибіркові моду 
[image: image108.emf]̂ x

, медіану
[image: image109.emf]̃

x

та квантилі 
[image: image110.emf]̃

x

γ

 як показано на графіках гістограми та кумуляти відповідно.

39Метод моментів побудови оцінок
Метод моментів застосовується коли відомий тип розподілу, але невідомі його параметри 
[image: image111.emf]θ

1

, θ

2

, ... , θ

k

. Наприклад, відомо, що Х – нормальний розподіл 
[image: image112.emf]N ( a , σ

2

)

, але невідомі числа 
[image: image113.emf]a , σ

2

 і їх треба оцінити.

Використовують уже розглянуті нами оцінки початкових моментів – вибіркові початкові моменти 
[image: image114.emf]̂ m

k

=

̄

x

k

, які є незміщеними і сильно конзистентними.

Кілька вибіркових початкових моментів 
[image: image115.emf]̂ m

1

, ̂ m
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, ... , ̂ m
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 прирівнюють до відповідних теоретичних початкових моментів, обчислених для даного типу розподілу, позначивши невідомі параметри 

Отримаємо систему  k рівнянь , з яких знаходимо невідомі 
[image: image116.emf]̂

θ

1

,

̂

θ

2

, ... ,

̂

θ

k

через 
[image: image117.emf]̂ m

1
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. 

Можна деякі початкові моменти (
[image: image118.emf]m

2

) заміняти на відповідні центральні моменти (
[image: image119.emf]μ

2

), бо вони виражаються через початкові: 
[image: image120.emf]μ
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, 
[image: image121.emf]̂ μ
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і для багатьох типів розподілів дисперсія 
[image: image122.emf]μ

2

= DX

 вже виражена через параметри: для нормального  
[image: image123.emf]μ
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= DX =σ
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,  для рівномірного 
[image: image124.emf]μ
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і т.д.

40.   Метод Гауса (найбільшої правдоподібності)

Знову ж відомий тип розподілу, але невідомі параметри 
[image: image125.emf]θ
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і їх треба оцінити за вибіркою, тобто виразити їх через 
[image: image126.emf]x
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.

Знаходимо ймовірність реалізації вибірки ( 
[image: image127.emf]x
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 ), використовуючи відомий тип  розподілу Х. Ця ймовірність буде залежати від параметрів 
[image: image128.emf]θ

=(
[image: image129.emf]θ
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) і називається функцією правдоподібності:  
[image: image130.emf]P ( X
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[image: image131.emf]x
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[image: image132.emf]θ
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) =L(
[image: image133.emf]x
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,
[image: image134.emf]θ

).

Метод найбільшої правдоподібності полягає у підборі таких значень параметрів 
[image: image135.emf]θ

1

, θ
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k

, при яких функція правдоподібності досягає максимуму. Отже, треба знайти точку максимуму функції L від k змінних 
[image: image136.emf]θ
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 і координати цієї точки М(
[image: image137.emf]̂

θ

1

,

̂

θ

2

, ... ,

̂

θ

k

) і будуть шуканими оцінками. Вони будуть залежати від елементів вибірки 
[image: image138.emf]x
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.

Метод Гауса можна застосовувати лише тоді, коли функція правдоподібності має один максимум.         

Теорема. Оцінки отримані цим методом є ефективними (якщо взагалі існують ефективні оцінки) і сильно конзистентними (без доведення)..

41. Надійні інтервали

Раніше розглянуті оцінки параметрів називають ще точковими оцінками:
[image: image139.emf]θ≈

̂

θ = h ( x
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)

. Розглянемо інтервальні оцінки – надійні інтервали. 

  Надійний інтервал параметра 
[image: image140.emf]θ

– це інтервал (
[image: image141.emf]̂

θ
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,

̂
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) з випадковими (залежними від вибірки кінцями), який містить невідомий параметр з ймовірністю не меншою заданого числа 
[image: image142.emf]γ

. Це число 
[image: image143.emf]γ

 називають надійністю інтервалу:
[image: image144.emf]P (

̂

θ
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)≥ γ

, де 
[image: image145.emf]̂
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,
[image: image146.emf]̂
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 – функції від вибірки.    
[image: image147.emf]γ

 вибирають близьке до 1:     0,9; 0,99; 0,95.  

  Точність надійного інтервалу – це половина його довжини. Чим точніший інтервал з надійністю 
[image: image148.emf]γ

, тим кращим він вважається.

Методика побудови надійних інтервалів

Нехай Х – розподіл з відомою функцією розподілу F(t), чи щільністю розподілу f(t). Потрібно побудувати інтервал 
[image: image149.emf]( t

1

, t

2

)

, такий, щоб 
[image: image150.emf]P ( t

1

< X <t

2

)= γ

.

Згадаємо, що 
[image: image151.emf]P ( t

1

≤ X <t

2

)=Δ F = F ( t

2

)− F ( t

1

) = S =

∫

−∞

+∞

f ( t ) dt = γ

   

З малюнків:
[image: image152.emf]ε

1

+ε

2

=1 − γ

, 
[image: image153.emf]t

2

= χ

ε

1

, 
[image: image154.emf]t

1

= χ
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2

; 
[image: image155.emf]S

2

=ε

2

       S=
[image: image156.emf]γ

    
[image: image157.emf]S

1

=ε

1


Отже, двобічний інтервал надійності 
[image: image158.emf]γ

 має вигляд 
[image: image159.emf]( χ

1−ε

2

, χ

ε

1

)

, де 


[image: image160.emf]ε

1

, ε

2

 будь- які додатні числа, для яких 
[image: image161.emf]ε

1

+ε

2

=1 − γ

.

Розглянемо однобічні інтервали:


[image: image162.emf]P ( X > t )= γ

. Отже, правобічний інтервал надійності 
[image: image163.emf]γ

має вигляд 
[image: image164.emf]( χ

γ

,+∞ )

. Аналогічно для лівобічного інтервалу : 
[image: image165.emf]P ( X < t )= γ

.

42. особливості надійних інтервалівдля стандартного нормального розподілу N(0;1). Так як, нормальний розподіл Y дуже поширений, і він виражається через стандартний:
[image: image166.emf]Y = a +σ X

і навпаки 
[image: image167.emf]Х =(Y −a ) / σ

, то для побудови надійного інтервалу для нормального розподілу можна  побудувати його для стандартного нормального, а потім розв'язати нерівність.    

Для стандартного нормального розподілу N(0;1) квантилі позначаються
[image: image168.emf]χ

ε

= u

ε

.

Цей надійний інтервал  буде найточнішим (найкоротшим), коли 
[image: image169.emf]ε

1

=ε

2

=( 1− γ ) / 2

. Це видно із симетрії щільності N(0;1).     
[image: image170.emf]u

1− γ

2

:  
[image: image171.emf]F ( t )=1 / 2 +Φ ( t )=1 −

1 − γ

2

  
[image: image172.emf]Φ ( t )=

γ

2

.

Отже, найточніший надійний інтервал надійності 
[image: image173.emf]γ

для розподілу N(0;1) має вигляд 
[image: image174.emf](−u

1−γ

2

, u

1− γ

2

)

, де квантиль
[image: image175.emf]u

1− γ

2

=t знаходять з табл.ф.Лапласа навпаки, прирівнюючи
[image: image176.emf]Φ ( t )=

γ

2

.


Однобічні інтервали: 
[image: image177.emf]( u

γ

,+∞ )

i 
[image: image178.emf](−∞ , u

1− γ

)

чи 
[image: image179.emf](−∞ ,−u

γ

)

.

43. Надійні інтервали із асимптотично нормальних оцінок
  Із асимптотично нормальних оцінок
[image: image180.emf]̂

θ

при великих обсягах вибірки n можна побудувати надійний інтервал для
[image: image181.emf]θ

, оскільки ми знаємо їх розподіл
[image: image182.emf]̂

θ ∼ N ( θ , b

2

/ n )

, який пов'язаний з числом 
[image: image183.emf]θ

.

  Приклади надійних інтервалів

1. Для  MX, якщо DX<+∞.     


[image: image184.emf]̄

x

–  aсимптотична нормальна оцінка,   b=
[image: image185.wmf]DX

, при відомій 
[image: image186.wmf]DX

 , або 


[image: image187.emf]b =
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, чи
[image: image188.emf]b =
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, якщо 
[image: image189.wmf]DX

 - невідома, а вибірка велика  
[image: image190.wmf]100

³

n

.

Маємо найточніший надійний інтервал надійності 
[image: image191.emf]γ

: 
[image: image192.emf](
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44. Надійні інтервали для параметрів нормального розподілу 

  Надійні інтервали для параметрів нормального розподілу можна використовувати при довільних обсягах вибірок, не обов’язково великих. Нормальний розподіл позначаємо 
[image: image193.emf]N ( a , σ

2

)

і його параметри 
[image: image194.emf]a , σ

2

.

а) Для а при відомому 
[image: image195.wmf]s

. 
[image: image196.emf]Х ∼ N ( a , σ
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–  тобто,  
[image: image197.emf]̄

x

 –  не  тільки асимптотично нормальна оцінка, а, навіть,  просто нормальна оцінка, така, що завжди має нормальний розподіл, навіть при малих n.  

б) Для дисперсії 
[image: image198.wmf]2

s

 при відомому а. 
[image: image199.emf]Х ∼ N ( a , σ
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, тоді  
[image: image200.wmf]å

=

-

n

i

i

a

x

1

2

)

(

s

 має 
[image: image201.emf]χ

2

розподіл із n ступенями вільності. Квантилі
[image: image202.emf]χ

2

розподілу із n ступенями вільності позначаються
[image: image203.emf]k

γ

( n )= χ

γ

, для них складені таблиці.

в) Для 
[image: image204.emf]σ

2

 при невідомому а.  Можна довести, що статистика 
[image: image205.emf]n S
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 має 
[image: image206.emf]χ

2

розподіл із n-1 ступенями вільності.

Тоді маємо такі інтервали:[
[image: image207.emf]0,
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[image: image209.emf](

n −1

k

ε

2

( n −1)

S

в

2

,

n −1

k

1−ε

1

( n −1 )

S

в

2

)

.

г) Надійні інтервали для а при невідомому 
[image: image210.emf]σ

2

. Можна довести, що
[image: image211.emf]̄
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 має t-розподіл Стьюдента із n-1 ступенями вільності. Маємо надійні інтервали:   
[image: image212.emf](
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45. Критерій згоди χ2 (Пірсона)

.  

Теорема Пірсона. При великих обсягах вибірки 
[image: image213.emf]̂

χ

2

 має розподіл близький до розподілу χ2 із (m-1) ступенями вільності (без доведення). 

Побудуємо на основі теореми критичну множину S=(T,
[image: image214.emf]+ ∞

) при рівні значущості 
[image: image215.emf]α

. Ймовірність відкидання істинної гіпотези   Н0  :
[image: image216.emf]α = P

H

0

(

̂

χ
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, тобто Т – квантиль розподілу χ2 рівня α з (m-1) ступенями вільності (табличний). Т=kα(m-1), S=(kα(m-1);+∞) –  критична множина.


Отже, якщо 
[image: image217.emf]̂

χ

2

< kα(m-1) , то гіпотеза Н0 не відхиляється, інакше відхиляється.

46. Метод найменших квадратів

Можна шукати функцію заданого типу залежності Y від Х методом найменших квадратів.

Вибірка (Х;Y) : (x1;y1)…(xn;yn). Шукаємо наближення Y через Х у вигляді Y=φ(Х). Функцію φ(Х) найчастіше вибирають серед таких типів:  1)Y=а0+а1Х – лінійна, 2) Y=а0+а1Х+а2Х2+...+а mХm – многочлен, 3)
[image: image218.emf]Y = a

0
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– дробово- раціональна і т. п.

За методом найменших квадратів ми підбираємо невідомі коефіцієнти a0,a1,…,am так, щоб мінімізувати похибку наближення:
[image: image219.emf]Δ =
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ЗМІСТ:

1. Дослід, якісна та кількісна характеристика досліду. 
2. Сума, добуток, різниця подій. Несумісні події. Повна група несумісних подій.

3. Частота та відносна частота події. 
4. Статистична ймовірність події. Аксіоми теорії ймовірностей
5. Властивості ймовірностей.

6. Умовна відносна частота. Відносна частота добутку подій. Умовна ймовірність події. 
7. Залежні та незалежні події. Теорема множення для незалежних подій.

8. Простий дослід. Класичне означення ймовірностї. Геометричні ймовірності..
9. Формули комбінаторики.

10. Формула повної ймовірності та формула Байєса.

11. Повторні випробування та формула Бернуллі.

12. Наближені формули до формули Бернуллі.

13. Випадкова величина. Функція розподілу та  її властивості.

14. Дискретна випадкова величина. Закон розподілу, полігон, функція розподілу.  .
15. Абсолютно неперервна випадкова величина, її функція розподілу та щільність розподілу. 

16. Математичне сподівання випадкової величини та його властивості.

17. Дисперсія випадкової величини та її властивості.

18. Моменти, асиметрія, ексцес. Мода, медіана та квантилі.

19. Рівномірний розподіл.

20. Стандартний нормальний розподіл.

21. Нормальний розподіл та його властивості. Центральна гранична теорема.

22. Показниковий розподіл, його властивості.

23. Біноміальний розподіл.

24. Розподіл Пуассона. Потоки найпростіших подій.

25. Геометричний та гіпергеометричний розподіли. Розподіл Пірсона.

26. Нерівність Маркова та Чебишова.

27. Теореми Хінчина, Чебишова та Бернуллі.

28. Двовимірна випадкова величина. Основні означення.

29. Числові характеристики двовимірної випадкової величини.

30. Означення регресії. Теорема про лінійну регресію. Властивості коефіцієнта кореляції. 

31. Умовне математичне сподівання та його властивості.

32. Теорема про умовне математичне сподівання. Властивості кореляційного відношення.

33. Двовимірний нормальний розподіл та його властивості.

35. Означення вибірки, статистики, оцінки параметра, міри розсіювання параметра. 
36. Означення незміщеної, асимптотично незміщеної, конзистентної та ефективної оцінок. 
37. Оцінка дисперсії. Виправлена дисперсія. Їх властивості.

38. Емпірична функція розподілу. Емпіричний розподіл. Кумулята, полігон, гістограма.

39. Емпіричні оцінки параметрів розподілу та їх властивість.

40. Метод моментів для побудови оцінок.

41. Метод найбільшої правдоподібності.

42. Надійний інтервал. Його побудова, якщо відомий розподіл оцінки параметра.

43. Надійні інтервали для параметрів з стандартно нормально розподіленими оцінками.

44. Надійні інтервали для параметрів нормального розподілу.

45. Асимптотично нормальні оцінки. Приклади та їх надійні інтервали. 

46. Поняття критерію згоди. Критерій згоди Пірсона. 

47. Перевірка гіпотез з допомогою надійних інтервалів. Метод найменших квадратів. 
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