                 § 7.  Системи випадкових величин.

         При вивченні випадкових явищ в залежності від їх складності доводиться використовувати дві, три або більше випадкових величин. Наприклад, при різних вимірах ми маємо справу з двома або трьома випадковими величинами: товщиною, довжиною деталі і т.п.

        Сумісний розгляд двох або більше випадкових величин приводить до системи випадкових величин. Будемо позначати систему випадкових величин (X,Y,Z …). При вивченні системи випадкових величин не досить вивчити зокрема ті величини, які складають систему, необхідно ще і врахувати зв’язки або залежності між цими величинами.  Тому тут виникають нові, відмінні від одновимірних випадкових величин, задачі.

  При розгляді систем випадкових величин  зручно користуватися геометричною інтерпретацією системи. Наприклад, систему двох випадкових величин (X,Y) можна розглядати як випадкову точку на площині 0xy з координатами (x,y) або як випадковий вектор на площині із випадковими компонентами X,Y. Систему трьох випадкових величин (X,Y,Z) можна розглядати як випадкову точку в тривимірному просторі або як випадковий вектор в просторі. За аналогією, систему n випадкових величин можна розглядати як випадкову точку в n-вимірному просторі або як n-вимірний випадковий вектор.

         В залежності від типу випадкових величин, які утворюють систему, можуть бути системи дискретних або неперервних випадкових величин.

        При вивченні системи випадкових величин ми обмежимося випадком системи двох випадкових величин, оскільки всі положення, що стосуються системи двох випадкових величин, можна легко розповсюдити на системи трьох, чотирьох і більше випадкових величин.
            1. Закон розподілу системи.

     Законом розподілу системи випадкових величин називається співвідношення, яке встановлює зв’язок між областями можливих значень системи і ймовірностями появи системи в цих областях.

      Як і для однієї випадкової величини, закон розподілу системи може бути заданий в різних формах.

       Нехай X і Y – дискретні випадкові величини, можливі значення яких (
[image: image343.wmf]), 
[image: image2.wmf]n

i

,

1

=

; 
[image: image3.wmf]m

j

,

1

=

. Тоді розподіл системи може бути охарактеризований вказанням ймовірностей 
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 того, що випадкова величина X прийме значення 
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[image: image6.wmf]j

y

.     Ці дані зводяться у таблицю

X\
[image: image7.wmf]Y



[image: image8.wmf]1

y



[image: image9.wmf]2

y


…

[image: image10.wmf]j

y


…

[image: image11.wmf]m

y



x1

[image: image12.wmf]11

p



[image: image13.wmf]12

p


…

[image: image14.wmf]j

p

1


…

[image: image15.wmf]m

p

1



x2

[image: image16.wmf]21

p



[image: image17.wmf]22

p


…

[image: image18.wmf]j

p

2


…

[image: image19.wmf]m

p

2



…
…
…
…
…
…
…

xi

[image: image20.wmf]1

i

p



[image: image21.wmf]2

i

p


…

[image: image22.wmf]ij

p


…

[image: image23.wmf]im

p



…
…
…
…
…
…
…

xn

[image: image24.wmf]1

n

p



[image: image25.wmf]2

n

p


…

[image: image26.wmf]nj

p


…

[image: image27.wmf]nm

p



яка називається таблицею розподілу системи двох дискретних випадкових величин із скінченною кількістю можливих значень.

Всі можливі події 
[image: image28.wmf])

,

(

j

i

y

Y

x

X

=

=

, для 
[image: image29.wmf]n

i

,

1

=

; 
[image: image30.wmf]m

j

,

1

=

 утворюють повну групу несумісних подій, тому                   
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      При цьому закони розподілу кожної із складових системи легко знайти. Так, для складової  
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отримаємо закон розподілу
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    Для складової 
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отримаємо аналогічний закон розподілу
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               2. Функція розподілу системи

     Функцією розподілу системи двох випадкових величин називається функція двох аргументів F(x,y), яка дорівнює ймовірності сумісного виконання двох нерівностей X<x і Y<y, тобто

                                                       F(x,y)=P(X<x, Y<y).                                                                            (3)

        Геометрично функція розподілу системи двох випадкових величин представляє собою ймовірність попадання випадкової точки (X,Y) у лівий нижній нескінченний квадрант площини з вершиною в точці (
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       Вказана геометрична інтерпретація дозволяє наглядно ілюструвати властивості функції розподілу системи двох випадкових величин.

      10. Якщо один з аргументів прямує до 
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 , то функція розподілу системи прямує до функції розподілу однієї випадкової величини, відповідної іншому аргументу, тобто 
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      20. Якщо обидва аргументи одночасно прямують до 
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В цьому випадку квадрант з вершиною  (x,y) перетворюється у всю координатну площину, а попадання випадкової точки на площину 0xy є вірогідною подією.

        30. Коли один або обидва аргументи прямують до 
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      40. Функція розподілу є неспадною функцією по кожному з аргументів:
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            Доведемо цю властивість, використовуючи геометричну інтерпретацію функції розподілу системи.

Розглянемо такі три події:
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Очевидно,  що C=A+B але A і B – несумісні події. За теоремою додавання ймовірностей несумісних подій маємо     P(C)=P(A)+P(B),

але 
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Оскільки ймовірність – величина невід’ємна, то 
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Отже,  
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Аналогічно можна довести другу нерівність


[image: image75.wmf])

,

(

)

,

(

2

2

y

x

F

y

x

F

³

 для 
[image: image76.wmf]1

2

y

y

>

.

50. Ймовірність попадання випадкової точки (X,Y) в прямокутник зі сторонами, паралельними осям координат, обчислюється за формулою
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     Виведемо цю формулу, користуючись геометричною інтерпретацією системи. Нехай 

прямокутник має вершини     (a,c), (a,d), (b,d), (b,c)

        Розглянемо такі події 
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Очевидно, що E=A+B+C+D, але A,B,C,D – несумісні події, тому

P(E)=P(A)+P(B)+P(C)+P(D)

Оскільки P(E)=F(b,d), P(B)=F(b,c)-F(a,c),  P(C)=F(a,d)-F(a,c), P(D)=F(a,c), то отримаємо 
P(A)= F(b,d)- F(b,c)+ F(a,c)- F(a,d)+ F(a,c).

Скоротивши останні два доданки, отримаємо шукану формулу (7).
            3. Щільність розподілу системи.

       Основне практичне значення мають системи неперервних випадкових величин, розподіл яких характеризується не тільки функцією, але й щільністю розподілу.

        Щільність розподілу системи є вичерпною характеристикою системи неперервних випадкових величин, з допомогою якої розрахунок ймовірності попадання в певні області виконується простіше, а опис розподілу системи є більш наглядним.

        Щільність розподілу системи двох випадкових величин визначимо аналогічно тому, як ми визначали щільність для однієї випадкової величини. Розглянемо ймовірність попадання випадкової точки (X,Y) в елементарний прямокутник із сторонами 
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, паралельними координатним осям, який примикає до  точки (
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   Застосувавши формулу (7), одержимо 
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Поділимо цю ймовірність на площу прямокутника 
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Припустимо, що функція 
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    Функцію 
[image: image93.wmf]y

x

y

x

F

y

x

f

¶

¶

¶

=

)

,

(

)

,

(

2

, яка визначається формулою (8), називають щільністю

 розподілу ймовірностей системи неперервних випадкових величин 
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      Отже, за означенням, щільність розподілу системи двох випадкових величин – це границя відношення ймовірності попадання випадкової точки 
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     Геометрично щільність розподілу 
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     Знаючи 
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, можна визначити ймовірність попадання випадкової точки 
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Використовуючи формулу (9), виразимо функцію розподілу системи 
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          Властивості щільності


[image: image108.wmf]0

1

. Щільність розподілу 
[image: image109.wmf])

,

(

y

x

f

 є невід’ємною функцією  
[image: image110.wmf]0

)

,

(

³

y

x

f

.

     Дійсно, 
[image: image111.wmf])

,

(

y

x

f

 є границя відношення додатних величин: ймовірності попадання випадкової точки в прямокутник до площі прямокутника .
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     Геометрично це означає, що об’єм тіла, обмеженого  поверхнею  розподілу  
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      Одним з простих розподілів системи 
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Внаслідок властивості 
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де 
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        Приклад 1.  Задана щільність розподілу системи
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1) Знайти значення а ,  2) визначити функцію розподілу 
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3) За формулою (9)
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4. Щільність розподілу окремих складових системи.

       Нехай відома щільність розподілу 
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         Звідки, диференціюючи 
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       Отже, для того, щоб знайти щільність розподілу однієї складової системи, необхідно щільність розподілу системи проінтегрувати за аргументом, відповідним іншій складовій системи.

            5. Умовні закони розподілу.
     Поставимо таку задачу: як за відомими законами розподілу складових системи випадкових величин знайти закон розподілу самої системи?  Відзначимо, що в загальному вигляді ця задача не розв’язується: по-перше, закони розподілу складових системи характеризують кожну із складових зокрема, але нічого не говорять про зв’язок  між ними; по-друге, шуканий закон розподілу системи повинен містити всі дані про випадкові величини системи, в тому числі і про характер зв’язків між ними.  Отже, якщо випадкові величини 
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не може бути виражений через закони розподілу складових системи. Це приводить до необхідності введення умовних законів розподілу.     

       Розподіл однієї складової системи, знайдений за умови, що інша складова системи прийняла певне числове значення, називається умовним законом розподілу. 
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    Сукупність умовних ймовірностей (15) називається умовним розподілом складової 
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      Умовні закони розподілу можна задавати умовною функцією розподілу, позначається 
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     Для системи неперервних випадкових величин вводять поняття умовних щільностей розподілу
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За теоремою множення ймовірностей  
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змісту. Це можна зробити, замінивши умову 
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Знову ж таки за теоремою множення ймовірностей
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    Тому  формулу (18) можна переписати
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Розділивши в останньому виразі чисельник і знаменник на  
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              Аналогічно одержимо         
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   Використовуючи  співвідношення (19) і (20), запишемо правило множення законів розподілу (аналогічно правилу множення ймовірностей)
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       Таким чином, для визначення щільності розподілу системи необхідно знати щільність розподілу однієї складової і умовну щільність розподілу іншої складової системи.
      Застосовуючи правила знаходження щільності розподілу складових системи, запишемо формули для умовних щільностей розподілу
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Відзначимо, що умовна щільність розподілу має такі властивості, як і безумовна, зокрема
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Використовуючи теорему множення ймовірностей, для системи двох дискретних випадкових величин умовні закони розподілу знайдемо за формулами
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                 6. Залежні і незалежні випадкові величини.

    Поняття  залежності (незалежності)  -  одне з найважливіших понять теорії ймовірностей.

    Випадкова величина 
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  Аналогічно для випадкової величини 
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 і аналогічно 
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      Для дискретних випадкових величин незалежність означає виконання умов
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   Якщо умови (26) не виконуються хоч би для однієї пари значень  
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         Вкажемо просту ознаку незалежності випадкових величин:

         Теорема. Для того, щоб неперервні випадкові величини 
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 Для дискретних випадкових величин ознака незалежності має вигляд
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        Приклад 2. Система 
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        Приклад 3.  Задано закон розподілу системи 
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