Основні правила диференціювання. Таблиця похідних.
План
· Основні правила диференціювання. 

· Похідні від елементарних функцій. 

· Похідна від степеневої функції. 

· Похідна від степеневої та логарифмічної функції. 

· Похідні від тригонометричних функцій. 

· Похідні від обернених тригонометричних функцій. 

· Похідна від складної функції. 

1. Правила диференціювання
Операція знаходження похідної від даної функції називається диференціюванням цієї функції. Доведемо ряд теорем, які дають основні правила знаходження похідних від функцій.

10. Похідна від аргументу 
 INCLUDEPICTURE "D:\\Vitaliy\\Хмельниць\\UNPACK\\dn\\k014\\19_files\\image001.gif" \* MERGEFORMATINET 


. Покладемо , тоді [image: image2.png]


. Тому [image: image3.png]




 INCLUDEPICTURE "D:\\Vitaliy\\Хмельниць\\UNPACK\\dn\\k014\\19_files\\image005.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image4.png]


.

Отже, якщо [image: image5.png]


, то [image: image6.png]



                      [image: image7.png]


.                                                     (6.14)

1.      Похідна від сталої функції [image: image8.png]


. 

Значення цієї функції у точках [image: image9.png]


 і [image: image10.png]


 рівні між собою при будь-якому [image: image11.png]


. Тому приріст [image: image12.png]


, а отже й [image: image13.png]


.

Перейшовши до границі, в останній рівності при [image: image14.png]


маємо

[image: image15.png]


.

Границя відношення [image: image16.png]


 при [image: image17.png]


 існує і дорівнює нулю. Тому існує й похідна від цієї функції в довільній точці [image: image18.png]


, яка теж дорівнює нулю, тобто

                                     [image: image19.png]


.                                        (6.15)            3. Похідна від суми.

Теорема. Якщо функції [image: image20.png]Alx) Alx)



 в точці [image: image21.png]


 мають похідні, то функція [image: image22.png]


 також в цій точці має похідну і ця похідна [image: image23.png]


 дорівнює

        [image: image24.png]


.                       (6.16)

Д о в е д е н н я. Надамо [image: image25.png]


 деякого [image: image26.png]


. Тоді функції [image: image27.png]Alx) Alx)



 матимуть прирости [image: image28.png]Af(x) Ah(x)



, функція [image: image29.png]


- приріст [image: image30.png]Ay = Af(x) £ A% (x)



. Знайдемо відношення

[image: image31.png]by _ Milx)EAnGE) _ Alx), bl
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.

            Перейдемо в цій рівності до границі при [image: image32.png]


. Внаслідок того, що [image: image33.png]Alx)



 в точці [image: image34.png]


 згідно з умовою теореми мають похідну, то

[image: image35.png]


,   [image: image36.png]


.

Тому

[image: image37.png]


     [image: image38.png]



            Отже, в цій точці [image: image39.png]


 існує похідна від функції [image: image40.png]


 і вона дорівнює [image: image41.png]


.

Теорему доведено.

            Наслідок. Похідна від суми скінченого числа функцій дорівнює сумі похідних від цих функцій, якщо похідні даних функцій існують, тобто

[image: image42.png]


(6.17)

4. Похідна від добутку.

Теорема. Якщо функції [image: image43.png]


 в точці [image: image44.png]


 мають похідні, то в цій точці функція [image: image45.png]


 також має похідну:

               [image: image46.png]


.              (6.18)       

            Д о в е д е н н я. Надамо [image: image47.png]


 деякого приросту [image: image48.png]


. Тоді функції [image: image49.png]


 матимуть прирости [image: image50.png]


, а функція [image: image51.png]


 приріст

[image: image52.png]



            Знайдемо відношення

[image: image53.png]



Перейдемо в цій рівності до границі [image: image54.png]


. За умови теореми

[image: image55.png]


  [image: image56.png]



а

[image: image57.png]



Отже,

[image: image58.png]



Теорему доведено.

            Наслідок. Постійний множник можна виносити за знак похідної, тобто, якщо [image: image59.png]


, то

                                  [image: image60.png]


                         (6.19)

5. Похідна від частки.

Теорема. Якщо функції [image: image61.png]


 в точці [image: image62.png]


 мають похідні і [image: image63.png]


, то функція [image: image64.png]


 також у точці [image: image65.png]


 має похідну і похідна [image: image66.png]


 дорівнює

                      [image: image67.png]


           (6.20)

            Д о в е д е н н я. Надамо [image: image68.png]


 приросту [image: image69.png]


. Тоді функції [image: image70.png]


 матимуть відповідно прирости [image: image71.png]


, а функція [image: image72.png]


- приріст
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Знайдемо відношення

[image: image74.png]



За умовою теореми
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а [image: image77.png]A%UA/;(X): 0
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[image: image78.png]i 1 BOAG- AR
B0 Ax [HF




Теорему доведено.

Наслідок 1. Якщо знаменник дробу -  стала величина, то

                          [image: image79.png]


                               (6.21)

Наслідок 2. Якщо чисельник дробу стала величина, то

                            [image: image80.png]


                          (6.22)

6. Похідна від оберненої функції.

            Теорема.  Нехай функція [image: image81.png]


 задовольняє всім умовам теореми про існування оберненої функції і в точці [image: image82.png]


 має похідну [image: image83.png]Fx)=0



. Тоді обернена до неї функція [image: image84.png]


 у точці [image: image85.png]


 має також похідну: [image: image86.png]


.

            Д о в е д е н н я. Надамо [image: image87.png]


 приросту [image: image88.png]


. Тоді функція [image: image89.png]


 дістане приріст [image: image90.png]


, причому, внаслідок монотонності функції [image: image91.png]


, матимемо [image: image92.png]


, якщо [image: image93.png]


. Тоді відношення [image: image94.png]


 можна записати так: [image: image95.png]


            Перейдемо в цій рівності до границі при [image: image96.png]


. Внаслідок неперервності оберненої функції [image: image97.png]


, тобто
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            Отже, від функції [image: image99.png]


 в точці [image: image100.png]


 існує похідна:

                            [image: image101.png]


                              (6.23)

Теорему доведено.

            Якщо функція [image: image102.png]


 має похідну в довільній точці і

[image: image103.png]


, то формула (6.23) справджується для цих точок

[image: image104.png]



або, що те саме,

                               [image: image105.png]


                                       (6.24)

            У формулі (6.24) похідні знаходяться за різними змінними: [image: image106.png]


- похідна від [image: image107.png]


 до [image: image108.png]


, а [image: image109.png]


- похідна від [image: image110.png]


 до [image: image111.png]


. Тому формулу (6.24) записують

                             [image: image112.png]


                                       (6.25)

            Нижній індекс показує, за якою змінною знаходиться похідна.

Для зручності поміняємо у формулі (6.25) місцями [image: image113.png]


 і [image: image114.png]


. Остаточно матимемо таку формулу для похідної від оберненої функції:

                               [image: image115.png]


                                        (6.26)

2. Похідні від елементарних функцій
Похідна від степеневої функції [image: image116.png]



            Випадок натурального показника. Нехай [image: image117.png]


, де [image: image118.png]


- натуральне число. Тоді функція [image: image119.png]


 визначена на всій числовій осі. Отже, візьмемо довільну точку [image: image120.png]


 і надамо їй приросту [image: image121.png]


. Тоді функція [image: image122.png]


 матиме приріст [image: image123.png]


:

[image: image124.png]



Розкриємо [image: image125.png]


 за формулою бінома Ньютона:
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            Знайдемо відношення

[image: image127.png]



            Перейшовши в цій рівності до границі при [image: image128.png]


, дістаємо

[image: image129.png]



            Отже похідна [image: image130.png]


 від степеневої функції [image: image131.png]


 з натуральним показником існує і дорівнює

[image: image132.png]



            Випадок довільного показника. Нехай [image: image133.png]


 є довільне дійсне число. Тоді область існування функції залежить від [image: image134.png]


.

            Нехай [image: image135.png]


 - область існування функції [image: image136.png]


. Візьмемо довільне [image: image137.png]


, але [image: image138.png]


 (випадок [image: image139.png]


 розглянемо окремо). Тоді приріст [image: image140.png]


 дорівнює

[image: image141.png]



            Знайдемо відношення

[image: image142.png]



або

                     [image: image143.png]


                                     (6.28)

де [image: image144.png]


.

            Перейдемо до границі у рівності (6.28) при [image: image145.png]


. Зауважимо, що коли [image: image146.png]


, то й [image: image147.png]


. Тому

                     [image: image148.png]


                 (6.29)

            Обчислимо окремо

[image: image149.png]



            Для цього введемо таке позначення:

[image: image150.png]



причому [image: image151.png]


, якщо [image: image152.png]


. Тоді [image: image153.png]


звідки [image: image154.png]


. Тоді

[image: image155.png]



            Проте внаслідок неперервності логарифмічної функції маємо

[image: image156.png]



[image: image157.png]



            Отже,

[image: image158.png]



            Повертаючись до співвідношення (6.29), маємо

[image: image159.png]



тобто якщо [image: image160.png]


 і [image: image161.png]


, то

                                      [image: image162.png]


                            (6.30)

            Розглянемо випадок, коли [image: image163.png]


. Якщо [image: image164.png]


, то точка [image: image165.png]


 не входить в область існування функції [image: image166.png]


. Тому розглядатимемо [image: image167.png]


 і [image: image168.png]


. Знайдемо приріст функції в точці [image: image169.png]


:

[image: image170.png]



тоді [image: image171.png]



Звідси випливає, що у випадку [image: image172.png]


 границя відношення приросту функції до приросту аргументу, коли приріст аргументу прямує до нуля, існує і дорівнює нулю:

[image: image173.png]



            Якщо [image: image174.png]


, то  границя [image: image175.png]


 не існує, тобто у випадку [image: image176.png]


 функція [image: image177.png]


 в точці [image: image178.png]


 похідної немає.

            Проте, якщо формально у формулі (6.30) покласти [image: image179.png]


, то дістанемо той самий результат.

            Отже, для похідної від степеневої функції ми маємо таке правило: похідна від степеневої функції дорівнює показнику, помноженому на цю функцію з показником, на одиницю меншим.

3. Похідна від показникової та логарифмічної функцій
            1. Нехай маємо показникову функцію [image: image180.png]


  [image: image181.png]


.

Знайдемо в довільній точці [image: image182.png]


 приріст [image: image183.png]


:

[image: image184.png]



Тоді

[image: image185.png]



            Перейдемо тут до границі при [image: image186.png]


. Маємо

[image: image187.png]



            Таким чином, похідна від показникової функції [image: image188.png]


 існує в довільній точці [image: image189.png]


 і дорівнює

                                  [image: image190.png]


                           (6.31)

            Зокрема,

                                      [image: image191.png]


                              (6.32)

            2. Нехай маємо логарифмічну функцію [image: image192.png]


, де [image: image193.png]


. Згідно з означенням логарифмічної функції маємо таку рівність:

[image: image194.png]



            Оскільки [image: image195.png]


, то

[image: image196.png]



            Отже,

                          [image: image197.png]


             (6.33)

            Зокрема,

                             [image: image198.png]


                                   (6.34)

4. Похідні від тригонометричних функцій
1.[image: image199.png]


. Знайдемо приріст функції [image: image200.png]


 в довільній точці [image: image201.png]


:

[image: image202.png]



            Знайдемо відношення

[image: image203.png]



            Перейдемо в цій рівності до границі при [image: image204.png]


:

[image: image205.png]



            Отже похідна від функції [image: image206.png]


 існує в довільній точці [image: image207.png]


 і дорівнює

                        [image: image208.png]


                                       (6.35)

2.[image: image209.png]


. Аналогічно доводиться, що від функції [image: image210.png]


 в довільній точці [image: image211.png]


 існує похідна, яка дорівнює

                          [image: image212.png]


                              (6.36)

       3. Зобразимо [image: image213.png]


 у вигляді

[image: image214.png]



Скориставшись формулою (6.20), маємо

[image: image215.png]



            Отже,

                                 [image: image216.png]


                        (6.37)

4.[image: image217.png]


. Аналогічно можна довести, що

                              [image: image218.png]


                         (6.38)

5. Похідні обернених тригонометричних функцій
1.[image: image219.png]


, де [image: image220.png]


, [image: image221.png]


.

Тоді згідно з означенням функції [image: image222.png]


 маємо таку рівність:

[image: image223.png]



причому похідна [image: image224.png]


 при [image: image225.png]


 не дорівнює нулю. Тому для знаходження похідної від [image: image226.png]


 можна скористатися формулою (6.24):

[image: image227.png]



            Оскільки [image: image228.png]


, то [image: image229.png]


 набуває тільки додатних значень. Тоді можна записати:

[image: image230.png]



            Отже,  остаточно

                      [image: image231.png]


                         (6.39)

2.      Аналогічно можна вивести формули похідних

             [image: image232.png]


 [image: image233.png]


             (6.40)

                   [image: image234.png]


   [image: image235.png]


              (6.41)                    [image: image236.png]


    [image: image237.png]


             (6.42)            

6. Похідна від складної функції
 Функція однієї змінної.
            Теорема.  Нехай маємо складну функцію [image: image238.png]


 [image: image239.png]


 і нехай: 1) зовнішня функція [image: image240.png]


 в точці [image: image241.png]


 має похідну (по [image: image242.png]


) [image: image243.png]


; 2) внутрішня функція [image: image244.png]


 в точці [image: image245.png]


 має похідну (по [image: image246.png]


) [image: image247.png]


. Тоді складна функція [image: image248.png]


 в точці [image: image249.png]


 також має похідну (по [image: image250.png]


), яка дорівнює добутку похідних від зовнішньої [image: image251.png]


 і внутрішньої [image: image252.png]


 функції, тобто

[image: image253.png]



або

           [image: image254.png]


                                   (6.43)

            

            Правило знаходження похідної від складної функції: щоб знайти похідну від складної функції, треба знайти похідну від зовнішньої функції за зовнішнім аргументом і результат помножити на похідну від внутрішньої функції за внутрішнім аргументом.

            Зауваження. Ця теорема може бути узагальнена і на той випадок, коли аргумент внутрішньої функції є, в свою чергу, функцією від іншого аргументу. Так, якщо маємо функції [image: image255.png]


 і кожна з них у відповідних точках має похідні, то функція [image: image256.png]


 має похідну по [image: image257.png]


, яка дорівнює

[image: image258.png]



            Приклади.
1.      Знайти похідну від функції [image: image259.png]


.

Р о з в ’ я з о к. Введемо позначення [image: image260.png]


. Тоді матимемо складну функцію [image: image261.png]


 і [image: image262.png]


 задовольняють умовам теореми для [image: image263.png]


. Отже,

[image: image264.png]



2.      Знайти похідну від функції [image: image265.png]


.

Р о з в ’ я з о к. Введемо позначення [image: image266.png]


. Тоді матимемо складну функцію [image: image267.png]


, [image: image268.png]


.

            Тому

[image: image269.png]=26 "tgr gec? x.





Похідна від степенево-показникової функції.
            Означення. Функція [image: image270.png]


, де [image: image271.png]


 і [image: image272.png]


- функції [image: image273.png]


, називається степенево-показниковою функцією.

            Степенево-показникову функцію не можна диференціювати ні за формулою похідної степеневої функції, ні за формулою показникової функції, оскільки вона не є ні тою ні другою. Одержимо окрему формулу.

            Нехай дана функція [image: image274.png]


, де [image: image275.png]


. Прологарифмувавши обидві частини рівності, маємо

[image: image276.png]



Диференціюємо обидві частини цієї рівності по [image: image277.png]


 як складні функції:

[image: image278.png]



            Звідси

[image: image279.png]



або

                  [image: image280.png]


                                    (6.44)

            Правило диференціювання степенево-показникової функції: щоб продиференціювати степенево-показникову функцію, достатньо знайти від неї похідну як від показникової функції (тимчасово вважаємо основу [image: image281.png]


 сталою), похідну як від степеневої функції (вважаємо показник [image: image282.png]


 сталим) та результати додати.

            Приклади.

1.      Знайти похідну від функції [image: image283.png]


.

Р о з в ’ я з о к.

[image: image284.png]



2.      Знайти похідну від функції [image: image285.png]


.

Р о з в ’ я з о к.

[image: image286.png]



            Зауваження. Застосований в цьому параграфі прийом для знаходження похідних, коли спочатку знаходять похідну логарифму даної функції, широко використовується при диференціюванні функцій. Цей прийом часто спрощує обчислення.

            Приклад.

            Знайти похідну від функції

[image: image287.png]



            Р о з в ’ я з о к. Логарифмуючи, знаходимо

[image: image288.png]



            Диференціюємо обидві частини цієї рівності:

[image: image289.png]



Звідси

[image: image290.png]



Похідна від складної функції кількох змінних.
            Із означення безпосередньо випливає правило знаходження частинних похідних функції [image: image291.png]


: щоб знайти частинну похідну від функції [image: image292.png]


 за одним із її аргументів, потрібно обчислити похідну від функції [image: image293.png]


 за цим аргументом, вважаючи інші аргументи постійними .

            Приклади.

            1. Знайти частинні похідні від функції

[image: image294.png]



            Р о з в ’ я з о к.

[image: image295.png]


           [image: image296.png]



2. Знайти частинні похідні від функції

[image: image297.png]



            Р о з в ’ я з о к.

[image: image298.png]



[image: image299.png]



[image: image300.png]



            Нехай задана функція [image: image301.png]


, аргументи якої [image: image302.png]


 і [image: image303.png]


 є функціями незалежної змінної [image: image304.png]


: [image: image305.png]
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            Нехай [image: image308.png]


має по[image: image309.png]


 і [image: image310.png]


 неперервні частинні похідні [image: image311.png]


 і [image: image312.png]


 і існують [image: image313.png]


 і [image: image314.png]


. Тоді можна довести існування похідної складної функції [image: image315.png]


 і одержати формулу для її обчислення:

                        [image: image316.png]


                        (6.45)

            Приклад.

            Знайти похідну від функції [image: image317.png]


, якщо [image: image318.png]


, [image: image319.png]


.

            Р о з в ’ я з о к.

[image: image320.png]



            Якщо, зокрема, [image: image321.png]


, [image: image322.png]


, тобто, якщо один із аргументів функції [image: image323.png]


 є незалежна змінна, а другий - його функція, то формула (6.45) (покласти в ній [image: image324.png]


) дає вираз повної похідної від функції [image: image325.png]


 по [image: image326.png]


:

                             [image: image327.png]


                         (6.46)

            Нехай [image: image328.png]


 є складною функцією не однієї, а кількох незалежних змінних [image: image329.png]


 і [image: image330.png]


. Нехай [image: image331.png]


 має неперервні частинні похідні по [image: image332.png]


 і по [image: image333.png]


, а [image: image334.png]


 і [image: image335.png]


 мають частинні похідні по [image: image336.png]


. За таких умов формула диференціювання складної функції [image: image337.png]


записується так:

                                   [image: image338.png]



                                    [image: image339.png]


                   (6.47)

                                     [image: image340.png]


.... 

                                     [image: image341.png]


        

                        

            Приклад.

            Знайти частинні похідні від функції [image: image342.png]


, якщо [image: image343.png]


, [image: image344.png]


.

            Р о з в ’ я з о к.
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