20. Операционное исчисление.


Мы будем изучать операционное исчисление как один из методов решения линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами и систем таких уравнений. Каких-либо решающих преимуществ этот метод перед другими не имеет; в то же время его простота  сделала его основным инструментом при решении задачи Коши в целом ряде прикладных наук (механике, радиотехнике, электротехнике и т.д.).


Идея операционного исчисления состоит в следующем. Пространство функций, удовлетворяющих некоторым достаточно общим условиям (пространство функций-оригиналов) взаимно однозначно отображается в другое пространство функций (пространство функций-изображений) так, что операциям дифференцирования и интегрирования в пространстве функций-оригиналов соответствуют более простые операции (конкретно - операции умножения и деления) в пространстве функций-изображений. В результате дифференциальное уравнение в пространстве функций-оригиналов преобразуется в линейное алгебраическое уравнение в пространстве функций-изображений, решение которого находится без проблем. Последнее действие - восстановление решения уравнения по его изображению.


Таким образом, мы должны изучить следующие вопросы: 

1. Какие функции могут быть функциями-оригиналами и каковы свойства функций-изображений;

2. Каковы правила перевода оригиналов в изображения и обратно;

3. Какие изображения имеют основные элементарные функции (таблица стандартных изображений). 
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20.1. Определение функции-оригинала и её изображения по Лапласу.


20.1.1. Определение. Будем называть функцией-оригиналом действительнозначную или комплекснозначную функцию f(t) действительной переменной t, удовлетворяющую условиям:
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1. f(t) = 0 при t < 0;


2. Существуют такие постоянные M > 0 и 
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3. На любом отрезке 
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 функция удовлетворяет условиям Дирихле (т.е. непрерывна или имеет конечное число устранимых разрывов и разрывов первого рода; монотонна или имеет конечное число экстремумов).


Смысл этих условий такой. 


1. Так как одно из основных приложений операционного исчисления - решение задач с начальными условиями (задач Коши), то поведение функций до начального момента 
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 во втором условии принято называть показателем роста функции f(t). Само второе условие означает, что скорость роста функции-оригинала не может быть больше экспоненциальной. В совокупности с третьим условием это обеспечивает существование и определенные полезные свойства функции-изображения и не является обременительным. 

Приведём примеры функций-оригиналов. Для всех этих функций первое и третье свойства выполняются очевидно, поэтому будем проверять только второе свойство.

1. Единичная функция Хевисайда. Так называется функция, 
[image: image7.wmf]î

í

ì

³

<

=

h

.

0

,

1

;

0

,

0

)

(

t

t

t

 Очевидно, это - функция-оригинал (
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. Заметим, что с помощью единичной функции Хевисайда 
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 определение этой функции можно записать короче: 
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 в качестве множителя обнуляет любую другую функцию при t < 0. Дальше мы будем писать просто 
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 и т.д., имея в виду, что все функции начинаются в момент t = 0, и при t < 0 тождественно равны нулю.
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3. f(t) = sin t. 
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Примеры функций, не являющихся оригиналами:
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Эта функция имеет разрыв второго рода в точке 
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Функция имеет бесконечное число экстремумов на отрезке [0,1]. 

3. 
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Не существует таких констант M и 
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20.1.2. Определение. Изображением по Лапласу функции-оригинала f(t) (или преобразованием Лапласа функции f(t)) называется функция комплексной переменной p, определяемая равенством 
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Интеграл в правой части этого определения сходится абсолютно в любой точке p, удовлетворяющей неравенству 
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 - произвольной число, такое, что 
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 сходится. Таким образом, мы доказали, что изображение F(p) определено в любой точке p, такой что 
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 часто называют абсциссой сходимости. 


Заметим, что мы доказали также, что 
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 мы мажорировали модуль подынтегральной функции функцией, не зависящей от p, интеграл от которой сходится. Как и в теории степенных рядов, этого достаточно, чтобы сходимость интеграла была равномерной по переменной p, поэтому функцию F(p) можно дифференцировать и интегрировать по этой переменной.

20.1.3. Изображения простейших функций.


20.1.3.1. Единичная функция Хевисайда 
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, наиболее подходящие из имеющихся в Word’е. Итак, доказано: 
[image: image49.wmf]®

p

t

1

)

(

·

h

.


20.1.3.2. 
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20.1.3.3. 
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20.1.3.4. 
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20.1.3.5. Степенная функция f(t) = t n. При n = 1 находим 
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20.2. Свойства преобразования Лапласа.


20.2.1. Линейность преобразования Лапласа. Если f(t), g(t) - функции-оригиналы, имеющие изображения F(p), G(p), то их линейная комбинация 
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Это свойство непосредственно следует из свойства линейности несобственного определённого интеграла. С его помощью можно более просто вывести изображения функций 
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20.2.2. Теорема подобия. Если f(t) - функция-оригинал и 
[image: image78.wmf]®

)

(

)

(

p

F

t

f

·

, то для любого  
[image: image79.wmf]0

>

l




[image: image80.wmf]®

÷

ø

ö

ç

è

æ

l

l

l

·

p

F

t

f

1

)

(

.


Док-во. 
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20.2.3. Теорема смещения. Если 
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Иллюстрации применения этого свойства: если 
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20.2.4. Теорема запаздывания. Если 
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Теорема запаздывания применяется для изображения функций импульсных, составных, периодических. Рассмотрим этот вопрос подробнее.


20.2.4.1. Импульсные функции. 
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Единичный импульс: 
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  С помощью функции Хевисайда эта функция записывается так: 
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Запаздывающий прямоугольный импульс: 
[image: image108.wmf]ï

î

ï

í

ì

t

+

>

t

+

£

£

<

=

;

,

0

;

,

;

,

0

)

(

T

t

T

t

T

b

T

t

t

f

 Здесь 
[image: image109.wmf](

)

®

(

)

p

e

e

b

p

e

p

e

b

T

t

T

t

b

t

f

p

pT

T

p

pT

t

-

-

t

+

-

-

-

×

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

t

+

-

h

-

-

h

×

=

·

1

)

(

(

)

(

)

(

)

(

.

[image: image461.wmf]0

Re

s

=

p

[image: image462.wmf]w

-

s

i


Треугольный импульс. Аналитически эта функция записывается так: 
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 Изменение функции на переходе от участка 
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Синусоидальный импульс. 
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20.2.4.2. Составные функции. Пусть f(t) задаётся разными выражениями на различных участках области определения: 
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. С помощью функции Хевисайда f(t) записывается так: 
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, и теорема запаздывания позволяет получить изображение этой функции.
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20.2.4.3. Периодические функции. Пусть f(t)- периодическая при t > 0 функция с основным периодом, равным T. Обозначим f1(t) функцию, описывающую первый период функции f(t):
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 (каждое слагаемое описывает соответствующий период). Пусть 
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Найдём в качестве примера изображение функции {t} - дробной части числа t. Эта функция определяется так: {t} = t – n  при 
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20.2.5. Интегрирование оригинала. Если f(t) - функция-оригинал, и 
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Док-во. 
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20.2.6. Дифференцирование оригинала. Если функция-оригинал  f(t) имеет производную 
[image: image145.wmf])

(

t

f

¢

, тоже являющуюся оригиналом, и 
[image: image146.wmf]®

)

(

)

(

p

F

t

f

·

, то 
[image: image147.wmf]®

)

0

(

)

(

)

(

+

-

¢

·

f

p

pF

t

f

.
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 Мы пишем здесь f(+0), а не f(0), так как оригинал может иметь разрыв (первого рода) в точке t = 0.
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 и все они тоже являются оригиналами, имеющими изображения F1(p), F2(p), F3(p),  …, Fn(p), то, как только что доказано, 
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20.2.7. Интегрирование изображения. Пусть f(t) - функция-оригинал, 
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Док-во. Проинтегрируем равенство 
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Иллюстрации применения теорем об интегрировании изображения и оригинала:

1. Найти изображение интегрального синуса 
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[image: image171.wmf]®

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

t

t

t

=

·

ò

p

p

d

t

t

1

arctg

1

sin

Si

0

.

2. Найти изображение функции 
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20.2.8. Дифференцирование изображения. Если f(t) - функция-оригинал, и 
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Док-во. 
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Иллюстрации этого свойства. С его помощью просто получаются изображения степенных функций: 
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Другие иллюстрации: 
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20.2.9. Изображение свёртки функций. Теорема Бореля. Интегралы Дюамеля.


20.2.9.1. Свёртка функций и её свойства. 

Определение. Сверткой функций f1(t) и f2(t) называется функция 
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Свёртка обозначается символом 
[image: image194.wmf]2

1

f

f

*

: 
[image: image195.wmf](

)

ò

t

×

t

-

×

t

=

*

=

*

t

d

t

f

f

t

f

f

f

f

0

2

1

2

1

2

1

)

(

)

(

)

(

. Если f1(t) и f2(t) - функции-оригиналы, то их свёртка - тоже функция-оригинал, показатель роста которой превышает наибольший из показателей роста функций f1(t) и f2(t) не больше, чем на 1. Действительно, пусть 
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Свёртка функций коммутативна: 
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Можно показать, что свёртка обладает свойством ассоциативности, т.е. что 
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20.2.9.2. Теорема Бореля (теорема об умножении изображений). Изображение свёртки двух оригиналов равно произведению изображений свёртываемых оригиналов.
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С помощью этой теоремы легко находить оригиналы для изображений вида 
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Примеры. Найти оригиналы, если
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20.2.9.3. Интегралы Дюамеля. Запишем с помощью теоремы Бореля оригиналы для выражения вида pF(p)G(p), где F(p) и G(p) - изображения функций f(t) и g(t). С одной стороны, 
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В развёрнутом виде
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Каждая из этих формул называется интегралом Дюамеля.

20.3. Таблица стандартных изображений.


Сведём в таблицу полученные ранее изображения элементарных функций.
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20.4. Обращение преобразования Лапласа.
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20.4.1. Формула Римана-Меллина. Если функция F(p) - изображение функции-оригинала f(t), то f(t) может быть найдена по формуле 
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Это равенство имеет место в каждой точке, в которой f(t) непрерывна. В точках разрыва функции f(t) значение правой части равно  
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Вычисление оригинала по формуле Римана-Меллина довольно трудоёмко, поэтому на практике при решении задач применяют другие методы, которые рассматриваются ниже.


20.4.2. Элементарный метод нахождения оригинала. Этот метод основан на непосредственном применении таблицы стандартных изображений 20.3 и свойств преобразования Лапласа. 
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Можно решить этот пример с помощью свёртки: 
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20.4.3. Первая теорема разложения. Если точка 
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Это выражение получается в результате почленного перехода к оригиналам в ряде 
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Примеры. 1 . 
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 . Условия теоремы выполнены. Лорановское разложение функции F(p) в окрестности точки 
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20.4.4. Вторая теорема разложения. Пусть функция F(p) комплексной переменной р аналитична во всей плоскости, за исключением конечного числа изолированных особых точек 
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Док-во. Сведём интеграл в формуле Римана-Меллина 
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Применим эту теорему для обращения изображения 
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Если F(p) - несократимая дробно-рациональная функция: 
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Если все особые точки дробно-рациональной функции F(p) - простые полюса, т.е простые нули знаменателя [image: image345.wmf])
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Пример: 
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20.5. Приложения операционного исчисления

к решению линейных дифференциальных уравнений и их систем.


20.5.1. Задача Коши для обыкновенного линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами: 
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Начальные условия в этой задаче заданы в точке t0 = 0. Если начальные условия задаются в другой точке 
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Метод решения этой задачи основан на теореме о дифференцировании оригинала. Предположим, что функция x(t), её производные до n-го порядка, правая часть f(t) являются функциями-оригиналами, и 
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 - изображение правой части уравнения. Это линейное относительно X(p) алгебраическое уравнение, решив которое, находим X(p). Оригинал этого изображения и будет решением задачи Коши.


Пример. Найти решение задачи Коши 
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Решение. Пусть 
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20.5.2. Общее решение дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами. Заметим, что решив задачу Коши с произвольными начальными условиями, мы получим общее решение уравнения. Так, для задачи предыдущего пункта 
[image: image375.wmf]2

1

)

0

(

,

)

0

(

,

2

С

x

С

x

e

x

x

x

t

=

¢

=

=

+

¢

-

¢

¢

 изображение будет иметь вид 
[image: image376.wmf](

)

(

)

Þ

-

=

+

-

-

-

-

1

1

)

(

)

(

2

)

(

1

2

1

2

p

p

X

С

P

pX

C

p

С

P

X

p

 
[image: image377.wmf]¬

t

t

t

e

t

te

C

C

e

C

p

p

C

C

p

C

p

p

C

C

p

C

p

X

2

)

(

)

1

(

1

)

1

(

)

1

(

)

1

(

1

)

1

(

2

)

(

2

1

2

1

3

2

2

1

1

3

2

2

1

1

+

-

+

-

+

-

+

-

-

=

-

+

-

+

-

=

Þ

·

. Решение задачи зависит от двух произвольных постоянных, представляет собой сумму общего решения соответствующего однородного уравнения 
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20.5.3. Краевая задача для обыкновенного линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами. Если найдено общее решение уравнения, оно может быть использовано для решения краевой задачи. Пусть, например, задана краевая задача 
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, остаётся найти значения произвольных постоянных, при которых выполняются краевые условия: 
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 следовательно, решение краевой задачи равно 
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20.5.4. Уравнения с импульсной и составной правой частью. Это, возможно, единственный случай, когда операционное исчисление имеет преимущество перед другими методами решения рассматриваемых задач. Теорема запаздывания (20.2.4) позволяет полностью сохранить изложенный порядок действий. В качестве примера рассмотрим задачу 
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, где f(t) - изображённая на рисунке периодическая функция периода Т:


Изображение первого периода 
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; изображение всей правой части, согласно разделу 20.2.4.3. Периодические функции, равно 
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20.5.5. Формулы Дюамеля. При решении задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения согласно тому порядку действий, который изложен выше, необходимо находить изображение правой части  уравнения, что в некоторых случаях может быть затруднительно или вообще невозможно. Формулы Дюамеля позволяют находить решение, не выписывая в явной форме изображение правой части. Они основаны на интегралах Дюамеля, рассмотренных в пункте 20.2.8.3: 
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Рассмотрим, наряду с полной задачей 
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Особенность этой вспомогательной задачи - простая правая часть (f(t) = 1) и однородные (нулевые) начальные условия. Её изображение имеет вид 
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. Обратить это изображение можно любым методом: с помощью свёртки, по второй теореме разложения (все особые точки - полюса), или разложив дробь на простые слагаемые. 


Рассмотрим ещё одну вспомогательную задачу для функции z1(t): 
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которая отличается от общей задачи однородными начальными условиями, а от первой вспомогательной задачи - общим видом правой части. Её изображение имеет вид 
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Сравнивая функции Z(p) и Z1(p), получаем Z1(p) = pF(p)Z(p). В соответствии с интегралами Дюамеля, 
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Эти формулы, выражающие решение задачи с произвольной функцией f(t) и однородными (нулевыми) начальными условиями через решение задачи с f(t) = 1 и такими же граничными условиями, называются формулами Дюамеля.

Наконец, чтобы учесть общий вид начальных условий, рассмотрим третью вспомогательную задачу (относительно функции 
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Её изображение: 
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 (с общей правой частью и однородными (нулевыми) начальными условиями) и решения 
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Решение. Функция 
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Наконец, решаем однородное уравнение с заданными начальными условиями: 
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. Решение исходной задачи - сумма двух последних функций: 
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20.5.6. Решение систем линейных уравнений. Системы решаются так же, как и отдельные уравнения, поэтому сразу рассмотрим пример.  


Найти решение системы 
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 удовлетворяющее условиям: при t = 0 
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Решение. Пусть 
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Решаем эту систему относительно 
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 (после разложения на простые дроби) 
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Если на р умножить первое уравнение и вычесть второе, получим 
[image: image448.wmf]=

-

+

-

-

+

-

-

+

+

-

+

+

-

+

=

2

2

2

2

2

2

2

)

1

(

)

1

(

4

)

1

(

)

1

(

1

)

1

(

)

1

(

3

)

1

(

)

1

(

)

1

(

)

1

(

1

)

(

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

X

 
[image: image449.wmf])

(

1

2

2

)

1

(

1

1

1

2

1

2

)

1

(

1

2

2

t

x

te

e

e

te

p

p

p

p

p

t

t

t

t

=

+

+

+

-

-

¾

¾

¬

-

-

+

-

+

+

-

+

-

=

-

-

·

. Итак, решение задачи 
[image: image450.wmf]t

t

t

t

t

t

t

te

e

e

t

t

y

te

e

e

te

t

x

2

2

3

)

(

,

1

2

2

)

(

-

-

-

+

-

=

+

+

+

-

-

=

-

-

-

.

0





1





2





 t





 f(t)





 f(t)





 �EMBED Equation.3���





 �EMBED Equation.3���





0





1





2





 t





 �EMBED Equation.3���





1





 �EMBED Equation.3���





0





 2





20





20





 1





 t





 f(t)





0





1





1





 t





Re p





Im p





�EMBED Equation.3���





Здесь существует  F(p)





 t





 f(t)





 f(t)





 f(t-t0)





 t0





Т





Т+τ





 t





 b





 �EMBED Equation.3���





0





1





2





 t





1





 �EMBED Equation.3���





0





 π





1





 t





 f(t)





Т





Т+τ





 t





 b





 �EMBED Equation.3���





Т+2τ





0





 t





 f(t)





 f2 (t)





 f1 (t)





 f3 (t)





 fn (t)





 t1





 t2





 t3





0





 f(t)





 t





 f1(t)





 T





 2T





0





 �EMBED Equation.3���





 t





 f1(t)





 1





 2





 3





 t





 τ





 τ=t





  ξ=Re p





  η=Im p





�EMBED Equation.3���





  p=ξ+iη





  q=ρ+iη





 t





 τ





 τ=t





Re p





Im p





�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���





Re p





Im p





�EMBED Equation.3���











�





�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���





 A





 B





 t0





t0+τ





 t





 b





 �EMBED Equation.3���





 Т





Т+t0





Т+t0+τ





 2Т








146
147

[image: image472.wmf])

(

t

f

_1114167826.unknown

_1114863807.unknown

_1115614584.unknown

_1115720820.unknown

_1116241043.unknown

_1116348501.unknown

_1116404938.unknown

_1148974882.unknown

_1168582643.unknown

_1168608766.unknown

_1148975153.unknown

_1148974910.unknown

_1118665302.unknown

_1148974618.unknown

_1116406427.unknown

_1116407410.unknown

_1116407573.unknown

_1116406864.unknown

_1116405220.unknown

_1116349552.unknown

_1116349721.unknown

_1116350502.unknown

_1116350557.unknown

_1116350224.unknown

_1116349602.unknown

_1116349074.unknown

_1116349280.unknown

_1116348926.unknown

_1116328647.unknown

_1116331128.unknown

_1116331265.unknown

_1116331423.unknown

_1116348384.unknown

_1116331333.unknown

_1116331165.unknown

_1116330880.unknown

_1116330912.unknown

_1116330769.unknown

_1116241244.unknown

_1116241288.unknown

_1116241165.unknown

_1116240161.unknown

_1116240437.unknown

_1116240831.unknown

_1116240986.unknown

_1116240501.unknown

_1116240332.unknown

_1116240410.unknown

_1116240236.unknown

_1116166574.unknown

_1116240102.unknown

_1116240137.unknown

_1116166741.unknown

_1116181671.unknown

_1116166767.unknown

_1116166709.unknown

_1116081897.unknown

_1116153747.unknown

_1116156310.unknown

_1116082336.unknown

_1116084610.unknown

_1116084753.unknown

_1116082285.unknown

_1116081703.unknown

_1116081752.unknown

_1116071202.unknown

_1115614611.unknown

_1115715618.unknown

_1115719287.unknown

_1115720343.unknown

_1115720786.unknown

_1115720054.unknown

_1115718973.unknown

_1115719087.unknown

_1115717787.unknown

_1115644483.unknown

_1115701479.unknown

_1115714703.unknown

_1115644630.unknown

_1115615562.unknown

_1115627499.unknown

_1115627813.unknown

_1115627934.unknown

_1115627766.unknown

_1115627446.unknown

_1115614613.unknown

_1115614595.unknown

_1115614601.unknown

_1115614603.unknown

_1115614604.unknown

_1115614602.unknown

_1115614597.unknown

_1115614600.unknown

_1115614596.unknown

_1115614589.unknown

_1115614593.unknown

_1115614594.unknown

_1115614591.unknown

_1115614586.unknown

_1115614588.unknown

_1115614585.unknown

_1115528748.unknown

_1115528773.unknown

_1115528785.unknown

_1115614567.unknown

_1115614573.unknown

_1115614579.unknown

_1115614580.unknown

_1115614575.unknown

_1115614571.unknown

_1115614572.unknown

_1115614568.unknown

_1115614562.unknown

_1115614565.unknown

_1115614566.unknown

_1115614564.unknown

_1115529092.unknown

_1115614540.unknown

_1115614559.unknown

_1115529115.unknown

_1115528786.unknown

_1115528779.unknown

_1115528781.unknown

_1115528784.unknown

_1115528780.unknown

_1115528776.unknown

_1115528777.unknown

_1115528775.unknown

_1115528762.unknown

_1115528767.unknown

_1115528771.unknown

_1115528772.unknown

_1115528769.unknown

_1115528764.unknown

_1115528766.unknown

_1115528763.unknown

_1115528753.unknown

_1115528757.unknown

_1115528760.unknown

_1115528756.unknown

_1115528751.unknown

_1115528752.unknown

_1115528749.unknown

_1115528715.unknown

_1115528736.unknown

_1115528742.unknown

_1115528744.unknown

_1115528747.unknown

_1115528743.unknown

_1115528738.unknown

_1115528741.unknown

_1115528737.unknown

_1115528720.unknown

_1115528728.unknown

_1115528735.unknown

_1115528725.unknown

_1115528717.unknown

_1115528719.unknown

_1115528716.unknown

_1115528690.unknown

_1115528703.unknown

_1115528710.unknown

_1115528712.unknown

_1115528713.unknown

_1115528711.unknown

_1115528707.unknown

_1115528708.unknown

_1115528704.unknown

_1115528697.unknown

_1115528701.unknown

_1115528702.unknown

_1115528699.unknown

_1115528694.unknown

_1115528696.unknown

_1115528692.unknown

_1115528677.unknown

_1115528684.unknown

_1115528687.unknown

_1115528689.unknown

_1115528686.unknown

_1115528682.unknown

_1115528683.unknown

_1115528681.unknown

_1115528534.unknown

_1115528669.unknown

_1115528672.unknown

_1115528673.unknown

_1115528670.unknown

_1115528591.unknown

_1115528665.unknown

_1115528667.unknown

_1115528595.unknown

_1115528597.unknown

_1115528593.unknown

_1115528586.unknown

_1115528589.unknown

_1115528536.unknown

_1114864094.unknown

_1114864263.unknown

_1115528532.unknown

_1114864159.unknown

_1114863973.unknown

_1114863996.unknown

_1114863909.unknown

_1114325501.unknown

_1114862032.unknown

_1114862850.unknown

_1114863239.unknown

_1114863455.unknown

_1114863488.unknown

_1114863305.unknown

_1114863090.unknown

_1114863127.unknown

_1114863233.unknown

_1114862887.unknown

_1114862427.unknown

_1114862717.unknown

_1114862809.unknown

_1114862449.unknown

_1114862343.unknown

_1114862392.unknown

_1114862279.unknown

_1114328870.unknown

_1114329839.unknown

_1114330052.unknown

_1114330216.unknown

_1114330344.unknown

_1114330371.unknown

_1114330522.unknown

_1114330359.unknown

_1114330333.unknown

_1114330066.unknown

_1114329944.unknown

_1114329945.unknown

_1114329858.unknown

_1114328943.unknown

_1114328956.unknown

_1114328872.unknown

_1114328873.unknown

_1114328874.unknown

_1114328871.unknown

_1114325756.unknown

_1114325792.unknown

_1114328805.unknown

_1114328824.unknown

_1114328830.unknown

_1114328813.unknown

_1114328748.unknown

_1114325779.unknown

_1114325702.unknown

_1114325728.unknown

_1114325649.unknown

_1114168015.unknown

_1114168302.unknown

_1114325431.unknown

_1114325460.unknown

_1114325470.unknown

_1114325451.unknown

_1114169077.unknown

_1114317415.unknown

_1114169031.unknown

_1114168058.unknown

_1114168074.unknown

_1114168261.unknown

_1114168065.unknown

_1114168036.unknown

_1114168043.unknown

_1114168028.unknown

_1114167901.unknown

_1114167957.unknown

_1114167979.unknown

_1114167987.unknown

_1114167972.unknown

_1114167919.unknown

_1114167929.unknown

_1114167911.unknown

_1114167868.unknown

_1114167884.unknown

_1114167887.unknown

_1114167875.unknown

_1114167837.unknown

_1114167854.unknown

_1114167835.unknown

_1114147975.unknown

_1114167397.unknown

_1114167633.unknown

_1114167732.unknown

_1114167760.unknown

_1114167790.unknown

_1114167820.unknown

_1114167768.unknown

_1114167741.unknown

_1114167747.unknown

_1114167739.unknown

_1114167696.unknown

_1114167718.unknown

_1114167724.unknown

_1114167706.unknown

_1114167679.unknown

_1114167690.unknown

_1114167647.unknown

_1114167513.unknown

_1114167596.unknown

_1114167615.unknown

_1114167622.unknown

_1114167605.unknown

_1114167577.unknown

_1114167588.unknown

_1114167520.unknown

_1114167477.unknown

_1114167493.unknown

_1114167502.unknown

_1114167485.unknown

_1114167411.unknown

_1114167443.unknown

_1114167403.unknown

_1114167256.unknown

_1114167313.unknown

_1114167365.unknown

_1114167379.unknown

_1114167391.unknown

_1114167374.unknown

_1114167350.unknown

_1114167358.unknown

_1114167344.unknown

_1114167278.unknown

_1114167296.unknown

_1114167306.unknown

_1114167287.unknown

_1114167261.unknown

_1114167270.unknown

_1114167258.unknown

_1114147985.unknown

_1114147991.unknown

_1114167254.unknown

_1114167255.unknown

_1114167197.unknown

_1114167230.unknown

_1114148714.unknown

_1114148748.unknown

_1114147992.unknown

_1114147989.unknown

_1114147990.unknown

_1114147987.unknown

_1114147981.unknown

_1114147983.unknown

_1114147984.unknown

_1114147982.unknown

_1114147977.unknown

_1114147979.unknown

_1114147976.unknown

_1114147918.unknown

_1114147949.unknown

_1114147963.unknown

_1114147968.unknown

_1114147971.unknown

_1114147972.unknown

_1114147969.unknown

_1114147965.unknown

_1114147966.unknown

_1114147964.unknown

_1114147954.unknown

_1114147960.unknown

_1114147962.unknown

_1114147959.unknown

_1114147951.unknown

_1114147952.unknown

_1114147950.unknown

_1114147936.unknown

_1114147940.unknown

_1114147945.unknown

_1114147946.unknown

_1114147942.unknown

_1114147938.unknown

_1114147939.unknown

_1114147937.unknown

_1114147928.unknown

_1114147934.unknown

_1114147935.unknown

_1114147929.unknown

_1114147922.unknown

_1114147926.unknown

_1114147919.unknown

_1114147819.unknown

_1114147858.unknown

_1114147900.unknown

_1114147912.unknown

_1114147916.unknown

_1114147917.unknown

_1114147915.unknown

_1114147905.unknown

_1114147907.unknown

_1114147904.unknown

_1114147873.unknown

_1114147893.unknown

_1114147895.unknown

_1114147892.unknown

_1114147861.unknown

_1114147863.unknown

_1114147859.unknown

_1114147843.unknown

_1114147848.unknown

_1114147854.unknown

_1114147857.unknown

_1114147850.unknown

_1114147845.unknown

_1114147846.unknown

_1114147844.unknown

_1114147835.unknown

_1114147841.unknown

_1114147842.unknown

_1114147836.unknown

_1114147829.unknown

_1114147831.unknown

_1114147822.unknown

_1114147770.unknown

_1114147800.unknown

_1114147809.unknown

_1114147811.unknown

_1114147812.unknown

_1114147810.unknown

_1114147805.unknown

_1114147808.unknown

_1114147802.unknown

_1114147787.unknown

_1114147797.unknown

_1114147799.unknown

_1114147793.unknown

_1114147778.unknown

_1114147786.unknown

_1114147776.unknown

_1114147729.unknown

_1114147738.unknown

_1114147740.unknown

_1114147768.unknown

_1114147739.unknown

_1114147731.unknown

_1114147732.unknown

_1114147730.unknown

_1114147716.unknown

_1114147723.unknown

_1114147725.unknown

_1114147726.unknown

_1114147724.unknown

_1114147719.unknown

_1114147721.unknown

_1114147717.unknown

_1114147409.unknown

_1114147550.unknown

_1114147707.unknown

_1114147712.unknown

_1114147577.unknown

_1114147613.unknown

_1114147536.unknown

_1114147539.unknown

_1114147444.unknown

_1114147398.unknown

_1114147406.unknown

_1114147395.unknown

